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Resumen

En este articulo continuamos nuestro estudio de la propiedad (k-
M) y su relacién con otras propiedades geométricas de los espacios de
Banach.
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Abstract

In this paper we continue our study of the property (k-M) and its
relation with other geometrical properties of Banach spaces.
Key words and phrases: Spaces LUR, spaces LkR, space R, spaces
LNUC, property (k-M), property (L 3).

Iniciaremos nuestro trabajo recordando ciertas definiciones y fijaremos
nuestra notacién. Por F denotamos un espacio de Banach real. Por Sg
(Sg+) v Bg (Bp~) denotamos las esferas unitarias y las bolas unitarias de
E (E*), respectivamente. Por sep(z,) = inf{|z, — z;,||n # m} se denota
la separacién de una sucesién (z,) en E. Sea A un conjunto en un espacio
de Banach. Por Cy(A) denotamos la cépsula convexa de A y por diam(A)
el didmetro de A. La medida de no-compacidad de Kuratowski de A es el
infimo «a[A] de aquellos € > 0 para los cuales existe un cubrimiento de A por
un numero finito de conjuntos A;, tales que diam(4;) < e. a(A) tiene las
siguientes propiedades (ver [1]):

1. a(A) =0 < A es compacto.
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Los espacios (CLUR) fueron introducidos por L.P. Vlasov (ver [6]), pero
esta propiedad fué estudiada por Panda-Kapoor [11] de manera independiente,
quienes la denotaron como la Propiedad (M), y esta es la notacién que hemos
seguido en nuestros trabajos.

Definiciéon 1. Un Espacio de Banach F se dice que satisface la propiedad
(M), si para cada x € Sg y cada sucesién (z,,) C Bg tales que

lim |z, + x| =2
n—oo

entonces (x,) posee una subsucesién convergente.

Es claro que la propiedad (M) es simplemente una generalizacién de los es-
pacios localmente convexos, introducidos por A.R. Lovaglia [5] en la siguiente
forma:

Definicién 2. Se dice que un espacio de Banach E es localmente uniforme-
mente convexo (LUR), si para todo x € Sg y cada sucesién (z,) C By tal
que lim, o |5 + || = 2 se cumple

lim ||z, —z|| =0
n—oo
Ahora, pasemos a recordar la nocién de estricta convexidad:

Definicién 3. Un espacio de Banach F se dice que es estrictamente convezxo,
(R), si para todo z,y € Sg tales que ||z + y|| = 2 entonces z = y.

Panda y Kapoor en [11], usando la propiedad (M) y los espacios estricta-
mente convexos observaron la siguiente caracterizacién de los espacios LUR:

Sea E un espacio de Banach. Entonces
LUR <= Propiedad (M) + R.

El autor generalizé la propiedad (M) e introdujo la propiedad (k-M) en [6] y
la estudia con cierto detalle en [7].
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Definicién 4. Sea k > 1. Un espacio de Banach F se dice que satisface la
propiedad (k-M) si para cada x € Sg y cada sucesién (z,) C Bg, tales que

k
lim o+ ) | =k+1.

ny...Np—00 "
i=1

entonces (x,,) posee una subsucesién convergente.

Es claro que si k = 1 entonces la propiedad (1-M) y la propiedad (M)
coinciden, esto es,

Propiedad (1-M) <= Propiedad (M)
y el autor en [7] mostrd que,
Propiedad 1-M = ... = Propiedad (k-M) = Propiedad ((k+1)-M).
En [7] encontramos la siguiente:

Definicién 5. Sea E un espacio de Banach. Se dice que FE satiface la Pro-
piedad (S), si para cada sucesién (f,) C Bg«, x € Sg y fn(x) — 1, entonces
(fn) es compacto en Bg-.

En [7] el autor probé el siguiente resultado,

Sea F un espacio de Banach. Si E* posee la
Propiedad (k-M) entonces E satisface la Propiedad (S).

Ahora, recordemos:

Definicién 6. Sea E un espacio de Banach. Se dice que E satisface la Pro-
piedad (H), si para cada x € Sg y cada sucesién (z,) € Sg tal que (z,)
converge débilmente a z, se cumple (z,) — .

El autor mostré el siguiente resultado en [6]:

Sea F un espacio de Banach que posee la Propiedad (k-M).
Entonces, E tiene la Propiedad (H).

En [13], Nan Chao-Xun y Wang Jian-Hua logran generalizar los espacios
LUR e introducen los espacios LkR.



160 José R. Morales M.

Definicién 7. Sea k > 1 un entero. Se dice que el espacio de Banach F es
un espacio LkR, si para cada € Sg y toda sucesién (z,) C Bg tales que

k
lim |z + Z Tn,
ny...NE—00

i=1

— k41,

entonces lim,,_ ||z, — x| = 0.

Es claro que la propiedad (k-M) constituye una generalizacién de los es-
pacios LkR y el autor en [6] probé la siguiente caracterizacién de los espacios
LkR:

Sea E un espacio de Banach. Entonces
LkR <= R + Propiedad (k-M).

En [3], Kutzarova y Lin introducen la siguiente propiedad:

Definicién 8. Un espacio de Banach E es LNUC si para todo x € Sg y para
todo € > 0, existe un (e, x) > 0 tal que para toda sucesién (z,,) C By, con
sep(xy) > €, se cumple:

Co{z} U{zn}) N (1 - 6)Be # ¢

En el mismo articulo encontramos la siguiente caracterizacion de los espa-
cios LNUC:

Teorema: 1. Sea E un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. E es un espacio LNUC.

2. Para todo x € Sg y cada € > 0 existe un § > 0 tal que para todo feSg«,
six € S(f,8) entonces a(S(f,9)) < e.

Ahora presentaremos uno de nuestros resultados:

Teorema: 2. Sea E un espacio de Banach Entonces, si E es un espacio
LNUC entonces E posee la Propiedad (M).

Demostracion. Supongamos que E es un espacio LNUC. Sea € > 0, x € Sg y
(z,) C Bg, tales que,

limp—ool|@n + || = 2.(x)
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Supongamos que existe una subsucesién (y,) de (z,) que no posee subsu-
cesiones de Cauchy. Entonces, existe una subsucesién (z,) de (y,) tal que
Sep(z,) > €. por hipétesis, existe un d(e, z) > 0 tal que,

Co({z} U{zn )N (1= 6)Be # ¢
y de aqui facilmente se obtiene que,

T+ 2n

1=

| <1-46

lo cual es imposible por (*). Asi, toda subsucesién de (x,) posee una subsu-
cesion de Cauchy, y por tanto es convergente. Esto nos muestra que E posee
la propiedad (M). |

La siguiente caracterizacién de los espacios LUR, es clara,
Corolario: 1. Sea E un espacio de Banach. Entonces LUR <= R + LNUC.
Otro resultado inmediato es:
Corolario: 2. Sea E un espacio de Banach. Entonces,
1. LNUC = Propiedad (k-M), k > 1.
2. R+ LNUC = LkR, k > 1.
Ahora pasamos a dar la definicién de espacio Lk-NUC.

Definicién 9. Sea k£ > 1,un entero. Un espacio de Banach E se dice que es
un espacio Lk-NUC si para todo « € Sg y € > 0 existe un 6 = §(g,x) > 0 tal
que para toda sucesién (z,) C Bg con sep(z,) > € existen nq,...,ni tales
que:

k

1
|z + meH <1-4.
i=1

k+1

Es claro que para todo k, se tiene
Lk-NUC = LNUC.

El autor en [8] probé el siguiente resultado:

Sean k > 1 un entero y F un espacio de Banach. Entonces,
Lk-NUC = Propiedad (k-M).
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Corolario: 3. Sean k > 1 un entero y E un espacio de Banach. Entonces:
1. R + Lk-NUC = LUR.
2. R + Lk-NUC = LkR.

La parte (2) del anterior corolario fué probada directamente en [3].
Ahora recordaremos la nocién de gota.

Definicién 10. Sea E un espacio de Banach. Por la gota D(xz¢, Bg) inducida
por un elemento zg € E — Bg, se entiende la cidpsula convexa del conjunto
{zo} U Bg, esto es:

D(z9,Bg) = Co({zo} U Bg).
El subconjunto de FE
R(z0) = D(z0, Bg) — Bg
es llamado el resto de xg.

Montesinos y Torregrosa [10] logran caracterizar los espacios LUR, usando
la nocién de resto:

Un espacio de Banach es LUR si y sélo si para cada zg € Sg,
diam R(tzo) — 0, para t — 1%.

Usando la nocién del resto y la medida de no-compacidad de Kuratowski,
Kutzarova y Papini, Kirk y Torregrosa obtuvieron, de manera independiente.
la siguiente

Definicién 11. Un espacio de Banach F se dice que satisface la Propiedad
(LB), si para cualquier zg € Sg se tiene

lim a[R(txg)] = 0.

t—1+

En [4] y [13] se encuentra la siguiente caracterizacién de los espacios LUR:
Sea F un espacio de Banach. Entonces LUR <= R + Propiedad (Lf).
De este resultado facilmente se desprende que,

R + Propiedad (L) = LkR = Propiedad(k-M).
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Teniendo presente las caracterizaciones de los espacios LUR, usando los
espacios LNUC, la Propiedad (Lg) y la Propiedad (M), se obtiene que:

R + LNUC <= R + Propiedad (L) <= R + Propiedad(M).

De este tltimo resultado en [9] nos planteamos las siguientes interrogantes:
Sea F un espacio de Banach. Entonces

a.- ;Son equivalentes la Propieded (L) y los espacios LNUC?
b.- ;Son equivalentes los espacios LNUC y la Propiedad(M)?
c.- ;Son equivalentes la Propieded(LS3) y la Propiedad(M)?

En [9], el autor probé el siguiente resultado,
Teorema: 3. Sea E un espacio de Banach. Entonces,

Propiedad (LB)=—> Propiedad (M).
Demostracion. Supongamos que E posee la Propiedad (L3). Sean
r € Sg, y (vn) C B
tales que,
nhﬂn;(j |z + x| = 2.

Mostraremos que (z,) posee una subsucesién convergente. En efecto, sea

€ > 0. Como FE tiene la Propiedad (Lf), existe un 6 > 0 tal que para todo
1<t <149 setiene a[R(tx)] <e. Sea p = (1 + §)z. Entonces,

1 146
W= =i+, € D(u,B
e L (1, Be)
como,
146 2+ 2,
=y ()
2
entonces,
146
lznll — 55 > 1
2

y asi, existe ng € N tal que para todo n > ng, ||zn]| > 1, esto es, z, € R(u).
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Por tanto,

2446

249
R < — =
g0l < Tge <3¢y al(z)] =0,

1+0

O‘[(mn)]nzno =

entonces (x,) es compacto, luego (x,) posee una subsucesién convergente.
Por lo tanto E tiene la Propiedad (M). |

La prueba del siguiente resultado es evidente,
Corolario: 4. Sea E un espacio de Banach.Entonces,
Propiedad(L3) = Propiedad(k-M).
Ahora, dejaremos planteada la siguiente conjetura,

Sea E un espacio de Banach. Si E posee la Propiedad (M)
entonces E tiene la Propiedad (Lg).

En [12], se encuentra la siguiente propiedad:

Definicién 12. Un espacio de Banach E se dice que tiene la Propiedad(La«),
si dado f € Sg«, que alcanza el supremo en zy € Sg, entonces para todo
e >0, existe 6 = d(g, f) > 0 tal que «[S(f,d] < e.

También en [12] se encuentra el siguiente resultado:

Sea E un espacio de Banach. Entonces,
Propiedad (LB) = Propiedad (La).

En el mismo articulo Torregrosa da un ejemplo que muestra que el reciproco
de la implicaciéon no se cumple en general.

Consideramos conveniente dejar la siguiente interrogante,

Sea E un espacio de Banach que tiene la propiedad (M).
. Tiene E la propiedad (La)?

Para finalizar pasaremos a estudiar la heredabilidad de los espacios LUR
y las propiedades (La), (M) y (k-M). En este sentido estamos interesados
en saber si los espacios cociente conservan las propiedades geométricas antes
senialadas. De hecho ya son conocidos algunos resultados al respecto. En
efecto, Montesinos y Torregrosa [10] probaron el siguiente:
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Lema: 1. Sea E un espacio de Banach LUR. Sea F C E un subespacio
cerrado proziminal de E. Entonces E/F es también un espacio LUR.

Torregrosa en [12] mostré:

Lema: 2. Sea FE un espacio de Banach reflexivo con la propiedad (L3). Sea
F C E un subespacio cerrado de E. Entonces, E/F posee la propiedad (Lg).

Ahora, pasaremos a dar uno de nuestros resultados,

Teorema: 4. Sea E un espacio de Banach reflexivo que satisface la propiedad
(M). Sea F C E un subespacio cerrado de E. Entonces, E/F satisface la
propiedad (M).

Demostracion. Sean & € Sg/p y (¥,) C Bg/p tales que
lim ||z + 2, =2
=00
Por la reflexividad de F, existen x € Sg y z,, € Bg tales que
m(x)=2 y T(x,) = 2.
donde 7 : E — E/F es la aplicacién natural. Como
13+ @ull < Il + 2l
entonces facilmente obtenemos
lim ||z, +z|| =2
=00
Ya que E posee la propiedad (M), entonces (z,,) posee una subsucesién

(zn,) convergente y en consecuencia (zy,,) es una subsucesion de (z,,) conver-
gente. Por lo tanto, E/F posee la propiedad (M). O

Finalmente, en forma similar podemos probar el siguiente resultado,

Teorema: 5. Sea k > 1 un entero. Sea E un espacio de Banach reflexivo que
posee la propiedad (k-M). Sea F C E un subespacio cerrado de E. Entonces,
E/F satisface la propiedad (k-M).
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