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Chapitre 1

Introduction

Ce texte est consacré a la notion de stabilité pour des équations aux
dérivées partielles elliptiques. Cette notion a vu le jour dans une série de
papiers [40, 41, 52], méme si elle était déja latente auparavant. Elle permet
de jeter une nouvelle lumieére sur un certain nombre de travaux antérieurs
et nous parait extrémement intéressante a étudier pour elle-méme.

En deux mots, la question posée a propos d’une équation est la sui-
vante : si on perturbe I’équation, est-ce que ’ensemble des solutions change
beaucoup ou non? Si les solutions de 1’équation perturbées sont toutes
proches d’une solution de I’équation de départ, nous dirons que 1’équation
est stable. Si certaines perturbations créent des solutions nouvelles, loin de
toute solution de ’équation de départ, nous dirons que celle-ci est instable.

Il nous faut bien entendu préciser ce que nous entendons par “perturba-
tions”, par “proche de”, ... Ceci sera fait au coup par coup au cours de ce
texte. Nous avons pris le parti de ne pas donner de définition générale de
la stabilité, pour des équations quelconques, afin de laisser a cette notion
un caractere multiforme et peu figé. Bien entendu, pour chaque équation
considérée, nous donnerons des définitions précises et nous espérons que
les quelques exemples traités dans ce texte finiront par donner une idée
assez claire de cette notion.

Ce texte est organisé comme suit : dans le premier chapitre, nous discu-
tons de cette notion de stabilité d’'une EDP elliptique en prenant quelques
exemples simples, voire triviaux. Nous la distinguons en particulier de la
notion plus classique de stabilité d’une solution d’une EDP elliptique. Le
deuxieme chapitre est consacré a I’étude de cette notion sur une équation
modele. Nous prenons cet exemple pour des raisons a la fois historique -
son étude a été un des moteurs de 'analyse géométrique ces quarante
dernieres années et a été a l'origine de la majeure partie des outils uti-
lisés pour étudier la stabilité - et pratique - c’est ’équation sur laquelle
le plus de résultats sont disponibles. Ce deuxieéme chapitre donnera une



6 Olivier Druet

idée précise des questions qui se posent autour de cette notion de stabi-
lité et des résultats obtenus jusqu’ici. Dans celui-ci, nous ne donnerons
aucune preuve, ni méme aucune esquisse de preuve. Le troisieme chapitre
sera consacré a la description des outils nécessaires a 1’étude de la stabilité
d’une EDP elliptique. Nous y esquisserons quelques preuves de résultats
énoncés dans le second chapitre'. Enfin, dans le dernier chapitre, afin
de mieux cerner cette nouvelle notion, nous passerons en revue quelques
autres équations dont la stabilité a été étudiée.

1.1 Qu’est-ce que la stabilité d’une EDP
elliptique ?

Dans ce chapitre, nous tentons de cerner la notion de stabilité d’une
équation aux dérivées partielles elliptique en partant d’équations simples.
Avant méme de parler d’EDP elliptiques, nous allons faire une analogie
(osée et risquée) avec les points critiques d’une variable réelle & valeurs
réelles. Intéressons-nous aux points critiques d’une fonction réguliere de R
dans R. Etant donnée f € C! (R, R), nous noterons Crit(f) I'ensemble de
ses points critiques, i.e. Pensemble des x € R tels que f/(2) = 0. On peut
se demander si perturber dans C' la fonction f peut créer des nouveaux
points critiques loin de tout point critique de f. Si c’est le cas, nous dirions
que Péquation f/(z) = 0 est instable; nous dirions qu’elle est stable dans
le cas contraire. Illustrons ce propos par deux exemples :

Tout d’abord considérons la fonction f(z) = z3. Elle possede un seul
point critique, en = = 0, donc Crit(f) = {0}. Ce point critique est instable
en tant que point critique puisque la fonction f.(z) = z3 + ez pour € > 0
ne posséde elle aucun point critique. Par contre, I’équation f’(x) = 0 est
elle stable dans le sens que nous donnerons a la stabilité dans ce texte. En
effet, si f. — f dans C! (R) quand € — 0 et si z. € Crit (f.), alors . — 0
quand € — 0. Nulle perturbation de f dans C! ne crée de points critiques
loin du seul point critique de la fonction initiale.

Comme deuxiéme exemple, nous prendrons la fonction f(z) = g
Alors Crit(f) = {—1,+1}. Ces deux points critiques, en tant que point
critique, sont stables. Par contre, I'équation f’(z) = 0 est elle instable.
En effet, la suite de fonctions définies pour € > 0 par f. = f +esin(.)
converge vers f in C' (R) quand € — 0 et ces fonctions f. possédent des
points critiques sur tout intervalle de la forme [M,+oc). Donc on peut
perturber f dans C' de facon & créer de nouveaux points critiques loin des
points critiques de f.

1. Le lecteur peut choisir de lire le chapitre 3 avant le chapitre 2. Celui-ci, qui traite
d’analyse asymptotique de suites de solutions d’EDP elliptiques, décrit des résultats
intéressants indépendamment de leur application a la stabilité.
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Ces deux exemples n’avaient pas pour but d’illustrer ce qui se passe
pour des solutions d’équations aux dérivées partielles. Ils sont bien entendu
beaucoup trop simplistes pour cela. Par contre, ils permettent de pointer
la différence entre stabilité d’une solution (d’un point critique) et stabilité
de I’équation (de I'ensemble des points critiques).

Considérons ’équation tres générale du type
Au = f(z,u)

sur un domaine de R™ (avec conditions au bord) ou sur une variété. Nous
dirons que cette équation est stable si une petite perturbation de f ne crée
pas de solutions nouvelles loin des solutions de I’équation de départ. En
d’autres termes, ’équation sera dite stable si

fe—=fquande - 0=S. — S quand ¢ — 0

ou S: et S désignent respectivement les ensembles de solutions des équa-
tions perturbées et de 1’équation initiale. Il nous faudra préciser quelle
classe de perturbations est autorisée? et préciser ce que nous entendons
par convergence d’ensemble. Comme nous I'avons déja dit, la notion de
stabilité d’une équation n’a strictement rien a voir avec celle de stabilité
d’une solution. Une solution de I'équation ci-dessus sera dite stable? si
l'opérateur linéarisé en u n’a que des valeurs propres positives. L’opérateur
linéarisé est ici donné par v — Av— % (z,u)v. De méme que pour les points
critiques de fonctions d’une variable réelle, une équation peut étre instable
alors qu’elle n’a que des solutions stables (et réciproquement).

1.2 Distance pointée entre sous-ensembles
de C?

Pour étre plus précis, il va nous falloir introduire une distance entre les
ensembles de solutions des équations. Pour X et Y deux sous-ensembles
de C? (M), nous définirons donc la distance pointée suivante :

c2(X;Y) = sup inf [v— UHC2(M) : (L.1)
ueX veY

Ce n’est pas une vraie distance puisqu’elle n’est pas symétrique . Par

convention, nous poserons dg» (X,0) = +oo si X # 0 et d2 (0,Y) =0

pour tout Y.

2. Chaque type de perturbations meéne a sa propre question de stabilité.

3. Méme pour une solution, il existe beaucoup de notions de stabilité . ..

4. Cette distance est nulle si et seulement si X C Y. Elle vérifie une inégalité trian-
gulaire d 5 (X;2) <d 5 (X;Y) +d 5 (Y5 Z).
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1.3 L’équation de Poisson

Considérons € un domaine (ouvert borné régulier) de R™, n > 2. Pour

f € C° (R™), nous nous intéressons dans cette section a la stabilité de
I'équation

Au = f dans Q, u = 0 sur 0N2 . (1.2)

Etant donnée la fonction f, il existe une unique solution u(f) a 'équation
(1.2). De plus, cette solution est réguliere et vérifie par exemple

||u(f)HCz(Q) <C ||f||cl(ﬁ)

pour une certaine constante C' > 0 indépendante de f. Cette estimée
n’est pas optimale (en termes de régularité de f) mais cela n’a pas grande
importance pour notre propos. Ainsi, étant données deux fonctions fi et
f2, les deux solutions u (f1) et u (f3) de (1.2) associées vérifient

I (£1) = () loa(ay < C s = Follon ey -
11 est ainsi clair que ’ensemble des solutions de (1.2) ne varie pas trop par

perturbation C' de f. Plus précisément, pour tout £ > 0, il existe § > 0
tel que,

I#-7.

<e
cx()

o= [u(7) )

1 (Q
ce qui entraine

Hf_chl( | S6=dz (Sp8r) <e

Q
ou S§ = {u(f)} est 'ensemble des solutions de (1.2). Nous dirons donc
que I'équation (1.2) est stable (par perturbations C! de f).

Bien entendu, cet exemple est trivial puisque I’ensemble des solutions de
(1.2) est réduit a un élément. Nous allons complexifier un peu cet exemple
dans les sections suivantes.

1.4 Une équation linéaire

Considérons 2 un domaine (ouvert borné régulier) de R, n > 2. Pour

f € C>=(R™), nous nous intéressons dans cette section a la stabilité de
I'équation

Au = fu dans , u =0 sur 0f . (1.3)
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Nous noterons Sy I'ensemble des solutions de I’équation (1.3). Cet ensemble
est un espace vectoriel de dimension finie s’il n’est pas vide, ce qui peut
arriver. En particulier,

dgi (S5 Sp) = +00

deés que S; # D et f # f. En effet, c’est vrai par convention si Sy = 0;
sinon, en utilisant la structure d’espace vectoriel de Sy et S 7, on peut écrire
que

d= (sf; Sf) = d= (Asf;Asf) = 5 (sf;sf)
pour tout A > 0, ce qui n’est possible que si cette distance est nulle ou
infinie. Or elle ne peut étre nulle que si f = f.

Ainsi, il est clair que I’équation (1.3) ne peut pas étre stable par pertur-
bations de f si Sy # 0. En effet, dés que l'on perturbe f par une fonction
f # f telle que Sf # 0, ce qui est toujours possible dans C* (Q) si Sy # 0,
la distance de ’ensemble S 7 & I'ensemble Sy est infinie.

Comme il serait tout de méme agréable de pouvoir dire qu'une équation
linéaire est stable, il va nous falloir affiner légerement notre notion de
stabilité. Un bon moyen de retrouver de la stabilité pour cette équation
est de se limiter aux solutions d’énergie bornée. Posons

S}\ = {u solution de (1.3) avec / |Vul? dz < A} .
Q
11 est alors simple de montrer® que 1’équation est stable dans le sens sui-

vant : pour tout A > 0, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
r [ A, oA
Hf—fHCl <6 = do (Sf,sf) <e.

Ainsi linstabilité de I'équation linéaire n’est due qu’aux solutions dont
Pénergie est (infiniment) grande. Dés qu’une borne a priori sur Iénergie
est donnée, I’équation redevient stable. Nous verrons qu’il est souvent,
meéme pour des équations non-linéaires, important de distinguer ces deux
types de stabilité, avec ou sans bornes sur ’énergie.

1.5 Une équation non-linéaire sous-critique

Passons maintenant a une équation un peu plus intéressante. Considérons
2 un domaine de R", n > 3, et h € C*° (R™). Nous allons étudier la sta-
bilité de I’équation

Au+ hu =u?"" dans Q, u > 0 dans Q et u = 0 sur 99 (1.4)

5. Le lecteur pourra consulter la premiere partie de la preuve de la proposition 1.1
qui s’applique ici aussi.
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par perturbations C'' du potentiel h. Ici, ¢ sera un exposant sous-critique,
Cest-a-dire 2 < ¢ < 2% = % Cette équation est non-linéaire a crois-
sance sous-critique. Nous rappelons que I'espace de Sobolev Hi (Q), la
complétion de I'ensemble des fonctions régulieres a support compact dans
Q pour la norme L? du gradient, s’injecte continiiment dans L? (£2) pour
tout p < 2* = % et que, de plus, 'injection est compacte pour p < 2*.
C’est cette compacité de l'injection de Hg (Q) dans L7 (Q) qui vaut son
appellation sous-critique a ’équation (1.4) pour 2 < ¢ < 2*. Si on prend la
convention 2* = +oo pour n = 2, tout ce qui sera dit ci-dessous pourrait
étre étendu au cas n = 2 mais nous laisserons les preuves au lecteur.

Nous noterons Sy, 'ensemble des solutions de 'équation (1.4). Cet en-
semble est non-vide si et seulement si 'opérateur A + h (avec condition de
Dirichlet au bord) est coercif. En effet, soit ¢ une fonction propre associée
a la premiere valeur propre Ay de A + h sur  avec condition de Dirichlet
au bord. Cette fonction ¢ peut-étre choisie strictement positive dans €.
On a alors, en multipliant I’équation (1.4) par ¢ et en intégrant par parties

/u‘kl(pdx = /(Au—i—hu)(pdm
Q Q

= / (A + hp)udz
Q

= Al/ucpdz,
Q

ce qui entraine Ay > 0 puisque u > 0 et ¢ > 0 dans . Donc I’équation
(1.4) ne peut avoir une solution que si 'opérateur A + h est coercif.
Réciproquement, si I'opérateur est coercif, alors le probleme de minimi-
sation

Jo (|Vu|2 + hu2) dx
h = in 2
uEHé(Q),uiéO (fQ |u‘q dx)E

admet une solution si I'exposant 2 < ¢ < 2*. Ce résultat s’obtient simple-
ment en prenant une suite minimisante (u;), que 'on peut choisir positive
ou nulle, normalisée par fQ ui dx = 1. Comme l'opérateur est coercif, on en
déduit qu’elle est uniformément bornée dans H} (2) et qu’on peut en ex-
traire une sous-suite qui converge faiblement dans H} (£2) vers une fonction
u qui continue & vérifier fQ uddr = 1 puisque l'inclusion de H} () dans
L7 (Q) est compacte pour g < 2*. Comme un passage a la limite faible fait
au pire perdre de I’énergie, il est clair que u est solution du probléme de mi-
nimisation, non-nulle puisque fQ u?dr = 1. L’équation d’Euler-Lagrange
de ce probleme est ’équation (1.4) & un multiplicateur de Lagrange pres.
Il suffit ensuite de multiplier v par la constante adéquate pour obtenir
une solution de (1.4). Sa stricte positivité vient ensuite du principe du
maximum.
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Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.1. L’équation (1.4) est stable par perturbations C1 de h.
En d’autres termes, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

Hh — BH@(Q) <d=dg (S;;81) <e.

Preuve de la proposition 1.1 - Nous allons commencer par démontrer la
stabilité a énergie bornée puis nous passerons au cas général ensuite. Nous
noterons, pour A > 0,

S) = {u € C%(Q) solution de (1.4) avec /

uqda:<A} .
Q

Nous commencerons par montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que

|- BH@@ <6—dg (SNS)) <e.

Le résultat annoncé correspond au cas A = 400 que nous démontrerons
ensuite.

Pour démontrer la stabilité a énergie bornée, nous allons procéder par
I’absurde. Fixons A > 0. Supposons que I’équation n’est pas stable au
niveau d’énergie A, i.e. qu'il existe une suite (hq ),y de fonctions régulieres
vérifiant

he — h dans C*! (Q) quand o — 400

et g9 > 0 tels que
4o (S 50) =

pour tout «. Ceci signifie en particulier qu’il existe une suite (u,) de solu-
tions de

Aug + hotg = ug_l dans Q, u, > 0 dans Q et u, =0 sur 9Q  (1.5)

avec
/ ul de < A (1.6)
Q
telle que
1
dcz (ua,S,?) > 560 . (17)

Multiplions I’équation (1.5) par u’;_l pour k > 2 et intégrons par parties
pour obtenir

(k:—l)/u’;_2|Vua|2d:c+/hau’;dx:/ug+k_2dx.
Q ) Q
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/u§72|Vua|2dx— —/ ‘Vua
Q

et en utilisant I'inégalité de Holder et (1.6) pour obtenir

/u?jk72 dx < (/ u:?q das)
Q Q

nous en déduisons que

En écrivant

dx

q—2

g-2 i 2
(/u‘}ldaz) §Aqq2</uaédw> ,
Q Q

2
k a=2 k
, < Mhalloo llually + A7 Jluallis -

QN

4(k —1) HVUC%

Comme 'injection de H} (Q) dans L?" () est continue, il existe une constan-
te C' > 0 telle que pour toute fonction ¢ dans H} (Q2),

el < ClIVelly -

En fait, cette constante C' est indépendante de 2 et ne dépend donc que de
la dimension n. Elle est méme explicitement connue, cf. [7] ou [96]. Ainsi
nous arrivons a

Ak —1) -

k k a=2 k
12 ?luallzze < llhallos lually + A7 [luallis -

Comme, par inégalité de Holder,
—2
luallf < luallis x Vol ()7,

nous obtenons finalement

1
= 3
wlsy < (P ) IallocVol (@) + A7) g g
pour tout o et tout k > 2. Il est ais¢ d’en déduire, en appliquant ceci
successivement a k; = %) 2 pour i = 0,1,... qu’il existe une constante

D > 0 ne dépendant que de A, h, n, g et Vol (Q) telle que
el < D

pour tout o > 0. Le point crucial ici est que ¢ < 2*. Dans le cas ¢ >
2*, 'inégalité ci-dessus ne nous permet pas d’améliorer I'espace LP dans
lequel nous pouvons obtenir des bornes uniformes. Il est d’ailleurs sans
espoir dans ce cas d’en obtenir sans informations supplémentaires comme
le lecteur pourra s’en convaincre a la lecture du chapitre 2. Une fois munie
de cette borne uniforme sur la norme L™ de uq, 1’équation nous donne
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directement une borne uniforme dans C*" pour tout n > 0 (cf. par exemple
le tres complet [48] ou le succinct et clair [50] pour toute cette théorie de
la régularité elliptique). Une fois cette borne uniforme dans C%" obtenue,
le théoréme d’Ascoli nous donne 'existence d’une sous-suite de (u,) qui
converge vers une solution de (1.4) par passage a la limite dans (1.5). Mais
ceci contredit 'hypothese (1.7). Ainsi, la proposition est démontrée avec
I’hypothese additionnelle (1.6).

Il nous reste a expliquer comment démontrer la proposition sans cette
hypothese (1.6). Nous avons vu a la fin de la preuve ci-dessus que, si nous
avions une borne uniforme L sur une sous-suite quelconque de (uq), la
théorie de la régularité elliptique nous amenait & une contradiction avec
(1.7). Ainsi nous pouvons supposer que

|tall o, — 400 quand o — +o0 . (1.8)

Soit z, € Q tel que uy (T4) = ||tal|co- Afin de comprendre ce qui se passe

au voisinage de x,, nous allons procéder a un changement d’échelle en
posant

'Ua(m) = Ua (xa)il Uq (xa + /j,al‘)

pour z € €, avec
Qo ={y €R" t.q. 2o + oy € O} .

Cette fonction v, atteint alors son maximum, 1, au point 0 et vérifie

q—2 q—1

Avg + hq (xoz + po - ) N/iva = /Jiua (l‘a) 'Ug
dans (2, avec conditions de Dirichlet au bord. En choisissant p, de sorte
que

[t (ma)q72 =1,

nous avons alors
Av, =03t —h + 2
Vo = 1 o (Ta + o) 120,

dans Q,. Comme (v,) est uniformément bornée dans L> (,) et p1q — 0
quand o — 400 (grace & (1.8)), nous obtenons par théorie de la régularité
elliptique standard que (v,) est uniformément bornée dans C%" (K N Q)
pour tout compact K de R™. Ainsi nous pouvons extraire une sous-suite
de v, qui converge localement dans C et passer & la limite dans I’équation
pour obtenir

Ay =it

dans Qo ou Q est soit R” tout entier, soit un demi-espace auquel cas
la condition de Dirichlet est satisfaite au bord. Or la seule solution de
Av = v~ pour 2 < ¢ < 2* dans R" entier ou dans un demi-espace avec
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condition de Dirichlet au bord est la solution nulle d’apres des résultats
de [11, 22, 47]. Mais v # 0 puisque v(0) = 1. Nous aboutissons donc & une
contradiction, ce qui prouve la proposition dans le cas général. O

Dans l'une comme l'autre preuve, il est essentiel que ¢ < 2*. Dans
la premiére, en effet, le scheme itératif de Moser qui sert & estimer uni-
formément des normes LP de plus en plus grandes ne peut pas démarrer si
¢ = 2* tandis que, dans la seconde, il existe des solutions de Av = v ~1
dans R™ tout entier (elles ont d’ailleurs été classifiées par Caffarelli-Gidas-
Spruck [22], cf. chapitre 3). Par contre, dés que ¢ = 2*, comme nous le
verrons dans la suite, I’étude de la stabilité de (1.4) devient extrémement
intéressante et dépend de la fonction h ainsi que de la géométrie de I'ouvert.

A titre de remarque, une simple adaptation de la preuve ci-dessus permet
de montrer que I'équation

Agu+ hu = wd™t

est stable sur une variété riemannienne compacte® pour toute fonction h
telle que l'opérateur Ay + h soit coercif et tout 2 < ¢ < 2*. Dans cette
équation, A, = —divy (V.) est I'opérateur de Laplace-Beltrami. C’est
d’ailleurs a cette équation pour ¢ = 2* que nous nous intéresserons dans
les deux chapitres qui suivent.

6. avec condition de Dirichlet au bord s’il y en a un.



Chapitre 2

Etude détaillée d’un
exemple : les équations de
type Yamabe

2.1 Le probleme de Yamabe

En 1960, Yamabe s’est dit qu’il était temps d’essayer de résoudre la
conjecture de Poincaré a I'aide d’outils d’analyse!. Partons de I’observa-
tion d’Hilbert que les métriques d’Einstein sont des points critiques de la
fonctionnelle

H(g) = Vol, (M) [ S, dv,

M
parmi toutes les métriques sur une variété M de dimension n fixée ou
Sy est la courbure scalaire de (M, g). Poursuivons avec le fait, classique
en géométrie riemannienne, qu’une variété compacte simplement connexe
de dimension 3 qui admet une métrique d’Einstein est la sphere S2. Il
en découle qu'une possibilité pour attaquer la conjecture de Poincaré est
de trouver un point critique de cette fonctionnelle sur toute variété de
dimension 3 compacte simplement connexe. Evidemment, ce ne peut étre
simple puisque sur certaines variétés, cette fonctionnelle n’admet pas de
points critiques : c’est le cas de S' x S? qui n’admet pas de métrique
d’Einstein et donc sur laquelle la fonctionnelle H n’admet pas de points
critiques.

1. Cette intuition s’est trouvée justifiée quelque quarante ans plus tard avec les
travaux de Perelman [80, 81, 82], méme si ce n’est pas l'angle d’attaque suggéré par
Yamabe qui s’est révélé efficace mais celui proposé vingt ans plus tard par Hamilton
[49].

15



16 Olivier Druet

Comme exercice préparatoire, Yamabe s’est donc proposé de trouver des
points critiques de cette fonctionnelle sous la contrainte que la métrique g
reste dans une classe conforme fixée. Un tel point critique ne donne plus
une métrique d’Einstein mais une métrique a courbure scalaire constante.
Trouver une telle métrique peut étre intéressant : par exemple, en dimen-
sion 2, cela donne le théoreme d’uniformisation 2.

Yamabe affirmait dans son papier [101] de 1960 qu’un tel point cri-
tique existait dans toute classe conforme et donc que toute classe conforme
possédait une métrique a courbure scalaire constante. Le probleme de Ya-
mabe connait une (re)naissance en 1968 avec la découverte par Trudinger
[97] d’une erreur dans le travail de Yamabe [101]. Trudinger, en montrant
que la preuve était trouée, allait ouvrir tout un champ d’investigations en
analyse géométrique 3.

Le probleme de Yamabe est donc le suivant : étant donnée (M, g) une
variété riemannienne compacte , existe-t-il une métrique § = eg, v fonc-
tion réguliere de M dans R, qui soit a courbure scalaire constante 7 En di-
mension 2, une réponse positive est une facon de voir le théoreme d’unifor-
misation de Poincaré. En dimensions n > 3, il vaut mieux poser e” = unz
et les courbures scalaires de g et g sont alors reliées par I'équation

n72 TL*Q n+2

M=) T qp oy

Agu+

Résoudre le probleme de Yamabe revient donc a trouver un A € R et une
fonction u réguliere et strictement positive solution de

n—2 n+2

Aju+ ———S,u=Aun—2 . 2.1
9 + 4(’!7, _ 1) g ( )
Clairement, A\ peut toujours étre supposé appartenir a {—1,0,4+1}. Mais,
qui plus est, une fois donnée la variété riemannienne (M, g), le signe de
A est déterminé par le signe de la premiere valeur propre de l'opérateur
Ay + 4&7_}1)59. En effet, si cette premiere valeur propre est négative (resp.

nulle, positive), les seuls A pour lesquels il puisse y avoir une solution a

2. D’aucuns voient le probléeme de Yamabe comme une extension du théoréme d’uni-
formisation, d’autres expliqueront que c’est le probleme de @Q-courbure en dimension
paire. Mais ceci n’a pas grand sens. Le théoréme d’uniformisation, une fois qu’il est vu
comme probleme de prescription de courbure de Gauss constante, peut admettre au-
tant de généralisations qu’il existe de problémes de prescription de courbure constante
puisque la dimension 2 ne présente qu’une seule courbure, celle de Gauss.

3. Il est fort probable que le travail de Pohozaev [83] ait mis la puce a l'oreille
de Trudinger. En effet, Pohozaev avait démontré en 1965 qu’une équation similaire
a celle pour laquelle Yamabe prétendait avoir trouvé une solution n’en possédait pas
nécessairement. Il se trouve d’ailleurs que, dans ces années 60, I’équation en question
intéressait a la fois des géometres et des EDPistes euclidiens.

4. Le probléme peut également étre posé sur des variétés non compactes.
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Péquation (2.1) sont négatifs (resp. nuls, positifs). Ceci amene & distinguer
trois classes de Yamabe : négative, nulle et positive. Dans les cas nul et
négatif, il est relativement facile de trouver une solution a Iéquation (cf.
Trudinger [97]). De plus, la solution est unique dans ces cas-1a®. Le cas
positif a résisté quelques années de plus : il a fallu attendre Aubin [6] en
1976 pour le traitement des variétés de dimensions n > 6 non localement
conformément plates et Schoen [87] en 1984 pour les cas restants, i.e.
les dimensions n < 5 et les variétés localement conformément plates. Un
excellent survol sur la résolution du probleme de Yamabe a été écrit par
Lee et Parker [65]. Ce survol unifie les preuves de Aubin et Schoen en
introduisant les coordonnées conformes normales.

Si, lorsque l'invariant de Yamabe est négatif ou nul, il n’y a essentielle-
ment qu’une métrique a courbure scalaire constante, la situation change
drastiquement si l'invariant de Yamabe est positif : il existe des variétés
riemanniennes a invariant de Yamabe positif pour lesquelles le nombre
de métriques a courbure scalaire constante dans la classe conforme de la
métrique initiale est arbitrairement grand (voire infini).

Le premier exemple qui vienne a l’esprit est la sphere standard : si
(S™,h) dénote la sphere unité de R™*! avec la métrique induite de la
métrique euclidienne, alors non seulement la métrique standard a une cour-
bure scalaire constante (égale & n(n — 1)) mais une infinité de métriques
dans la classe conforme de la métrique standard ont une courbure scalaire
constante. Obata [79] a tout d’abord montré que toute métrique a cour-
bure scalaire constante dans la classe conforme de la sphére standard était
isométrique a celle-ci. Donc trouver ’ensemble des métriques a courbure
scalaire constante dans la classe conforme de la métrique standard revient a
trouver I’ensemble des difféomorphismes conformes de la sphere standard,
c’est-a-dire des difféomorphismes de la sphere tels que p*h appartienne a
la classe conforme de h. Ceci n’est pas difficile une fois remarqué qu’il est
possible, quitte & composer par une rotation (isométrie), de fixer un point
puis de repasser a un difféomorphisme conforme de I’espace euclidien via
projection stéréographique. Nous n’en considérerons qu’'une famille, ceux
donnés par ®p(z) = 7p (tnp' (z)) olt Tp est la projection stéréographique
de pole P fixé et t > 1 est un réel. Un simple calcul donne alors

4

* _ n-2
P,th—uP,t h

2t
1 —cosdy, (z, P) + t*(1 + cos dj, (z, P))

upy(x) =

5. Unique a multiplication par une constante pres, ce qui modifie le A dans le cas
négatif mais ne le modifie pas dans le cas nul. En particulier, dans une classe conforme &
invariant de Yamabe négatif ou nul, il n’existe qu’une seule métrique a courbure scalaire
constante de volume 1.
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Cette fonction vérifie ’équation de Yamabe sur la sphere standard, i.e.

n(n—2 n(n —2) »£2
Apupy + nn ~2) )UP,t _nn-2) )u}éf
4 4 '
Or cette famille & un parametre de solutions n’est pas bornée dans ’espace
C?. Elle a une énergie bornée puisque

_2n_
VOlq;;»t h (Sn) = / u;,;2 dvy, = w,, = Vol (Sn)

pour tout ¢ > 1. Par contre, il est clair que ||[up,|| . — +00 quand t — +o00

et que la suite (upy) se concentre au point —P lorsque ¢ — +o00. C’est le

modele d’explosion qui peut se produire pour une suite de solutions de

I’équation de Yamabe.

Revenons a notre probléeme de multiplicité de métriques a courbure sca-
laire constante (positive) dans une classe conforme donnée. Hormis la
sphere standard, il y a d’autres exemples de multiplicité. Prenons par
exemple My = S"~1 x SY(T) munie de la métrique produit standard. Il
est clair que, lorsque T" — +00, cette métrique n’atteint plus le mimimum
de la fonctionnelle

( s, dvg> Vol, (My) ™ ™
Mt

dans sa classe conforme puisque celui-ci est inférieur a une valeur fixe ne
dépendant que de n. Or ce minimum est toujours atteint par une métrique
a courbure scalaire constante. C’est comme cela que le probleme de Ya-
mabe a été résolu par Aubin [6] et Schoen [87]. Ainsi il est clair que, pour
un certain 77 suffisamment grand, il existe une deuxieme métrique a cour-
bure scalaire constante. Cette métrique elle-méme se releve naturellement
aux revétements Myp, et cesse d’étre minimisante pour N grand. Ainsi,
par le méme argument, il existe un certain T pour lequel il existe trois
métriques distinctes a courbure scalaire constante dans la classe conforme
de la métrique produit. Et ainsi de suite. Cet exemple est dit & Schoen [90]
et montre bien qu’il peut, en-dehors de la sphere standard, y avoir une
multiplicité de solutions au probleme de Yamabe dans une classe conforme
donnée 8. Pollack [84] a d’ailleurs montré que ces exemples étaient nom-
breux.

2.2 Compacité

Dans les deux travaux [89] et [90], Schoen provoqua un coup de tonnerre
en annoncant que, excepté sur la sphere standard, ’ensemble des métriques

6. Le résultat dans [90] est plus précis que cela puisqu’il contient un décompte des
solutions. Il faut noter que, dans ce cas précis, ’équation de Yamabe se réduit a une
équation différentielle ordinaire.
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a courbure scalaire constante dans une classe conforme donnée est pré-
compact dans la topologie C2. En termes d’EDP, ceci revient a dire que
I’ensemble des solutions de 1’équation

n—2 n+2

At o

Sgu = un—2

est borné a priori dans C? (M), sauf si la variété est conformément difféo-
morphe a la spheére standard (voir section précédente). Schoen donne une
preuve dans le cas conformément plat en supposant une borne a priori sur
Iénergie des solutions (ou encore sur le volume des métriques a courbure
scalaire constante 1) dans [89]. Dans [90], en s’appuyant sur les travaux
de Schoen-Yau [91] et sur l'application développante des variétés locale-
ment conformément plates, il donne une preuve particulierement élégante
de ce résultat toujours dans le cas localement conformément plat mais
sans borne a priori sur I’énergie des solutions. Il apparaissait clairement
que cette deuxieme preuve n’avait aucune chance de s’étendre au cas non
conformément plat. Mais dans un cours donné a Stanford en 88-89, voir
[88], il proposait une approche pour démontrer ce résultat de compacité
dans le cas général. Cette approche a été mise en ceuvre par Li et Zhu
[70] en dimension 3 quelques années plus tard en s’inspirant de Schoen-
Zhang [93] qui avait développé cette analyse dans un cadre proche mais
différent. En dimensions plus grandes, le probléme apparaissait plus ardu.
Un résultat de 'auteur dans [36] le démontre en dimensions 4 et 5. Puis les
choses se sont accélérées puisque Marques [77] ’a ensuite démontré jusqu’a
la dimension 7, Li et Zhang [69] jusqu’a la dimension 11 et enfin Khuri,
Marques et Schoen [64] 'ont démontré jusqu’a la dimension 24. Il convient
de remarquer qu’a partir de la dimension 8, ces résultats sont conditionnés
a la preuve du théoreme de la masse positive, disponible seulement en di-
mensions n < 7 grace a [92]. Un autre coup de tonnerre est venu de Brendle
[14] puis de Brendle-Marques [16] qui ont démontré que le résultat était

faux en dimensions plus grandes”.

2.3 Stabilité - Définitions, exemples

Nous allons nous intéresser précisément aux questions de stabilité pour
une équation de type Yamabe, I’équation

n+2

Agu+hu=ur=2, u>0 (2.2)

7. Brendle [14] trouve des contre-exemples & la compacité en dimensions n > 52,
contre-exemples étendus aux dimensions 25 < n < 51 par Brendle et Marques [16]. Le
lecteur pourra consulter le récent article de survol de Brendle [15].
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sur une variété riemannienne compacte (M,g) de dimension n > 3 ou h
est une fonction de M dans R que nous supposerons C' dans la suite 8.
Etant donnés h € C! (M) et A un réel strictement positif, nous noterons
S Tensemble des solutions de 1'équation (2.2) d’énergie plus petite que
A, ie.

Sh = {u € C* (M) solution de (2.2) t.q. / Ju| 7 dvg < A} .
M

Par définition, S;° est 'ensemble des solutions de (2.2).

Définition 2.1. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Soit h € C*(M). Soit A € (0,+0c]. Nous dirons que
léquation (2.2) est A-stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
o — Ade QA
Hh hHC1(M) sn=de (Sﬁ ’Sh) se€.

Nous dirons qu’elle est stable si elle est A-stable pour tout A > 0. Enfin, si
l’équation est A-stable avec A = 400, nous dirons qu’elle est globalement
stable.

Nous définirons de méme la compacité de la fagon suivante : I’équation
(2.2) sera dite A-compacte si 'ensemble S{* est borné dans C2 (M). Nous
dirons qu’elle est “compacte & énergie bornée” si elle est A-compacte pour
tout A > 0 et “compacte” si ensemble Si° est borné dans C? (M).

Remarque 1 : pour la compacité, pour ne pas aller a l’encontre de la tra-
dition, nous garderons “compacte” pour l'co-compacité. Par contre, pour
la stabilité, il nous semble intéressant d’adopter la terminologie ci-dessus.

Remarque 2 : dans la définition 2.1, un € apparait dans l’énergie des
solutions de l’équation perturbée. Il faut en effet pouvoir se permetire,
dans ce genre de résultats perturbatifs, de perturber également [’énergie.
En général, nous nous intéresserons a la stabilité, pas a la A-stabilité pour
un A fixé. Dans ce cas, ce € ne joue bien entendu aucun role.

Remarque 8 : il pourrait étre intéressant, plutét que de se donner une
borne sur l’énergie pour la stabilité, de se donner une borne sur l’indice
de Morse des solutions®. Il se trouve que, pour la plupart des équations
étudiées ci-dessous, ces deux définitions se révéleraient équivalentes.

8. Une telle régularité n’est pas nécessaire pour nombre de résultats exposés ci-
dessous mais 'objet de ce texte n’est pas de rentrer dans ces détails. Nous renvoyons le
lecteur aux textes originaux dont sont issus les résultats pour voir quelles hypothéses
de régularité sont nécessaires.

9. Cette définition alternative nous a été proposée par Nassif Ghoussoub.
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Notons tout d’abord que S;° = {0} deés que la premiére valeur propre
de Dopérateur A, + h est négative ou nulle '°. Ainsi, si A;(h) < 0, il est
clair que I’équation (2.2) est compacte. Si A\; (h) < 0, cette propriété est
stable par perturbations; aucune équation perturbée ne possede de solu-
tions et donc I’équation (2.2) est globalement stable. Dans la suite, nous
supposerons donc que

S \Vul? + hu?) dv
M) = inf w (194 ) >
ueCoe (M), u0 fM u? dv,

Par théorie elliptique standard, une équation est A-compacte s’il existe
C > 0 telle que toute solution u € S vérifie ||u||_ < C. Réciproquement,
une équation n’est pas A-compacte si il existe une suite de solutions (ug )
dans S telle que ||uq |, — +00 quand o — +o0.

Toujours par théorie elliptique standard, une équation est A-stable si
toute suite de solutions (u,) d’équations perturbées

n+2

Agug + hotiq = us™" et / ui* dvg < A+ o(1)
M

avec h, — h dans C! (M) quand a — +o00 est uniformément bornée dans
L*>° (M). Par contre, la réciproque n’est pas vraie. Elle le sera uniquement
si 'équation est A-compacte. Il est seulement vrai qu'une équation A-
compacte est A-stable si et seulement si toute suite de solutions (u,) dans
S,/L\jo(l) avec h, — h dans C' (M) quand @ — +o0 est uniformément
bornée dans L> (M). Cela souleve une premiere question :

Question 1 - Existe-t-il des équations qui sont A-stables sans étre A-
compactes ?

Cela nous parait assez improbable mais tant que ce n’est pas démontré,
la notion de stabilité forte définie ci-dessous est pertinente. Si la réponse
a la question 1 est non, cette stabilité forte ne sera rien d’autre que la
stabilité.

Définition 2.2. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Soit h € C'(M). Soit A € (0,+00). Nous dirons que
Uéquation (2.2) est fortement A-stable si elle est A-compacte et A-stable.
Nous dirons qu’elle est fortement stable si elle est fortement A-stable pour
tout A > 0. Pour A = +o00, nous dirons alors qu’elle est globalement for-
tement stable.

10. En effet, en testant 1’équation (2.2) contre la fonction propre ¢ stricte-
ment positive associée & la premiere valeur propre A1 de Ay + h, nous obtenons

n+2
/ un=2pdvg = M\ / up dvg, ce qui impose A1 > 0 si u # 0.
M M
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La question 1 revient a poser la question de l’équivalence entre A-
stabilité et forte A-stabilité. Considérons maintenant une fonction h €
C! (M) pour laquelle Péquation (2.2) correspondante n’est pas fortement
A-stable. Ceci signifie qu’il existe une suite (h,) de fonctions C! sur M
telle que h, — h dans C!' (M) quand o — +o00 et une suite de solutions
strictement positives (u,) de équation

n+2

n—2

Agug + hotq = us

avec

/ ul % dvy < A+ o(1)
M

qui n’est pas uniformément bornée dans L (M). Si A = 400, cette
derniere condition est vide. Si A < +o0, grace & la décomposition H?
de Struwe [94], cf. chapitre 3 ci-dessous, il existe N € N* tel que

N
Uq = Ug +ZBi,a + Ra
=1

ou R, — 0dans H12 (M) quand ov — +00, les B; o sont des bulles standards
de centre (z;,4) et de poids (pi,q) et ug € Sp°. Ces bulles sont de la forme

B 2 +4dg($i,a7$)2 v
1,00 ,ui,a Mi7a n(n o 2)

ol (x;,) est une suite de points de M, appelés centre de la bulle, et (1;.4)
est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 lorsque o« — +00,

appelés poids de la bulle. L’énergie d’une bulle tend vers une constante
universelle lorsque a tend vers 400 :

/ B}, dvy = E, +o(1)
M

De plus,

2n 2n
A+o(l) > / us ? dug = / uj ? dvg+ NE, +o(1) .
M M

On en déduit que ug € Sﬁ_NE”. Il s’ensuit en particulier que 1’équation
(2.2) est toujours fortement A-stable si A < E,,.
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L’équation de Yamabe sur la sphere standard, i.e. avec h = % n’est

pas A-compacte des lors que A > E,,. Elle n’est d’ailleurs sans doute pas
A-stable non plus (cf. discussion de la question 1).

L’équation de Yamabe sur une variété riemannienne compacte (M, g),
ie. avec h = 4(’;7:21)397 est compacte si la dimension de la variété est
inférieure ou égale a 24 ou si la variété est localement conformément plate
(et n’est pas conformément difféomorphe a la spheére standard). Par contre,
des que la variété est localement conformément plate, cette équation n’est
pas E,-stable (cf. [38]). Et il existe des exemples de variétés de dimension

n > 25 sur lesquelles elle n’est pas E,,-compacte.

Ces quelques exemples montrent que cette notion de stabilité est riche,
plus riche que la notion de compacité : il existe par exemple des équations
compactes instables.

2.4 Reésultats de stabilité et d’instabilité

Nous allons commencer par décrire un résultat de stabilité obtenu dans
[35]. C’est lui qui va ouvrir tout un champ de questions autour de cette
notion. Le résultat est le suivant :

Théoréme 2.1. [Druet, [35]] Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n > 4. Soit h € C' (M) telle que Uopérateur Ay + h
soit coercif. Si h(x) # 4(7;7__21)59(30) pour tout x € M et sin # 6, alors
léquation (2.2) est fortement stable.

En d’autres termes, sous les hypotheses du théoreme, pour tout A > 0,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

7 < — Ate QM) )
Hh hHCl(M) ~ 5 - dcz (Sh 7Sh) S €

Ainsi nous voyons que I’équation de Yamabe est critique a bien des égards.
Elle Test bien sir & cause de la non-linéarité en us=2 qui correspond au
cas limite des injections de Sobolev mais elle 'est également du point de
vue de son potentiel. Des lors que le potentiel i ne touche pas le potentiel
de I’équation de Yamabe, 1’équation (2.2) est fortement stable excepté en
dimensions 3 et 6. Rappelons que, pour le cas de I'équation de Yamabe
elle-méme, la forte stabilité (et méme la stabilité) est fausse sur certaines
variétés de grande dimension et sur la sphere standard en toutes dimen-
sions.

Notons enfin que le résultat resterait vrai si on perturbait la métrique
dans des espaces suffisamment réguliers. Pour des résultats d’instabilité -
ou plutdt de non-compacité - de ’'équation de Yamabe elle-méme lorsqu’on
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casse suffisamment la régularité de la métrique, nous renvoyons a Berti-
Malchiodi [12].

Nous ne dirons que quelques mots de la preuve maintenant, afin d’intro-
duire un certain nombre de notations et de notions intéressantes pour la
suite de ce chapitre. Mais nous décrirons dans ces grandes lignes la preuve
du théoreme 2.1 dans le chapitre suivant ''.

Elle procede par I’absurde. Supposons que, sur une variété riemannienne
compacte (M, g) de dimension n > 3, nous ayons une suite (u,) de solu-
tions C? aux problémes suivants :

n+2
-2
Agug + hotlq = ub

Uy > 0 dans M (23)

2n_
/ uy 2 dvg < A
M

ott (he) est une suite de fonctions C?! telle que h, — h dans C (M) quand

a — +400. Supposons de plus que Aq(h) > 0. Si '"équation (2.2) n’est pas

fortement stable, il existe une telle suite de solutions (u,) qui n’est pas

uniformément bornée dans L (M). Nous supposerons donc que c’est le

cas et que sup u, — 400 quand o — +o0. La suite (u,) développe des
M

points de concentration et nous avons, apres extraction d’une sous-suite,

N
Ug = Uy + ZBZ',Q + R, (24)

i=1

avec R, — 0 dans H? (M) quand o — —+00, ug solution - soit strictement
positive soit identiquement nulle par principe du maximum - de ’équation-
limite, N un entier et les B; , des bulles standard données par

Bio(z) = 22 +d9(ffi,a,$)2 o
7,0 - :u’i,a Mi,a Tl(?’l . 2)

pour des suites (z; o) de points de M et (p;,) de réels strictement positifs
tendant vers 0 lorsque o« — +o00. Nous renvoyons au chapitre 3 pour des
détails. De plus, nous noterons x; = limg— 400 Tjq, qui existent quitte
a extraire encore une sous-suite. Le théoreme 3.1 nous donne méme une
description ponctuelle de la suite (ug) :

) = (1) () 314001 B ()0 (=

i=1 T

11. Le lecteur intéressé par la preuve d’un tel résultat peut bien str aller consulter le
chapitre 3 avant de poursuivre la lecture du présent chapitre.
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pour toute suite (x,) de points de M. Il reste & comprendre pourquoi ce
n’est pas possible si le potentiel h ne touche pas le potentiel de 1’équation
de Yamabe. L’idée est qu'un des points de concentration devra se trouver
en un point ou h(z) = 4(%7_21)59(1'), tout du moins si la dimension n’est
ni 3 ni 6. Ce point sera celui correspondant au poids p; o le plus grand,
c’est-a-dire correspondant & la bulle la moins haute et la plus étalée. Toute
la difficulté provient du fait que cette bulle risque fortement d’étre cachée
par d’autres bulles plus hautes. Il faut donc aller la chercher. Comment le
faire, ainsi que la preuve de l'estimée ponctuelle ci-dessus, sera expliqué
dans le chapitre 3.

Nous pouvons méme obtenir des renseignements tres précis sur les points
de concentration x; et sur les ug qui peuvent apparaitre dans la description
(2.4) d’une suite de solutions de (2.3). En particulier, nous savons que :

-s13<n <5, alors ug = 0.

-sin =4, 5, il existe au moins un point de concentration x; pour lequel
-2
- sin > 7, tous les points de concentration x; sont tels que h(z;) =
—2
=19 (i)
-sin =6 et si ug = 0, nous sommes dans le cas des dimensions n > 7.

-sin =06 et siug Z 0, alors tous les points de concentration z; sont tels
que h(x;) > 4&7__21)59 (x;).

Ce résultat ouvre la porte a de nombreuses questions autour de cette
notion de stabilité des équations de type Yamabe, questions sur lesquelles
nous reviendrons dans la section suivante.

Avant cela, nous allons discuter des hypotheéses du théoreme 2.1. Tout
d’abord, il y est démontré un résultat de stabilité forte. Une question
naturelle est : cette stabilité est-elle globale? En d’autres termes, peut-
on s’affranchir de la borne sur I’énergie dans ce résultat. Ce n’est pas si
simple et la preuve en est en tout cas completement différente 2. Nous
avons obtenu dans [36], le cas n = 3 étant du a Li-Zhu [70] :

Théoreme 2.2. [Druet, [36]] Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n > 3. L’équation (2.2) est globalement fortement
stable des que h < 4&7__21)59 sur M.

Ce théoreme amene une question naturelle, sans aucun doute extréme-
ment délicate :

Question 2 - L’équation (2.2) est-elle globalement fortement stable si
ho > 4&77_21)55, en dimensions n # 3, 67

12. cf. section 3.5 pour une discussion des différences.
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Il est & peu pres certain que la réponse est non sans hypotheses supplémen-
taires. Le but serait plutot de construire des exemples de hg pour lesquels
la réponse est négative, éventuellement de trouver des conditions pour que
la réponse soit positive ; 'idéal serait bien entendu d’obtenir une condition
nécessaire et suffisante, ou au moins de s’en approcher.

Il serait tres agréable également de comprendre quel role joue le noyau
de l'opérateur A, + h s’il y en a un. Nous avons vu que la premiere valeur
propre de cet opérateur doit étre positive ou nulle pour que la question de
la stabilité ait un intérét. Si celle-ci est nulle, le noyau de cet opérateur est
1-dimensionnel. Quid de la stabilité dans ce cas?

Question 3 - Est-il possible d’obtenir une caractérisation des équations
fortement stables lorsque Ay (h) =07

Comme nous le verrons section 3.2, la présence du noyau influence for-
tement le profil des suites de solutions qui explosent et son role dans cette
question de stabilité n’est pas encore clair.

2.5 Lieux d’instabilité

Etant donnée une équation (2.2) qui n’est pas fortement A-stable, A fini,
et une suite (u,) satisfaisant (2.3) qui explose, il existe un certain nombre
de points, les limites des centres des bulles x; , dans la décomposition
(2.4), tels que, a extraction pres,

Uo — up dans C? (M \ {xi}izL.__,N) quand o — 400 . (2.5)

Nous renvoyons encore une fois au chapitre 3 pour des détails. Nous
appellerons cet ensemble de points ol la convergence n’a pas lieu C (ug).
Cet ensemble dépend de la suite considérée (et en fait méme de la sous-
suite extraite). Ainsi il n’est pas tres bien défini. Ce qui est bien défini par
contre, ¢’est ’ensemble de ces points pour toutes les suites (1) possibles.
Posons

Ci[z\ = U C(ua)
(

Ua)

ou 'union est prise sur ’ensemble des suites de solutions de (2.3) vérifiant
(2.5). En d’autres termes, un point = € M est dans C. si et seulement si
il existe une suite (u,) de solutions de (2.3) avec h, — h dans C* (M)
qui vérifie (2.5) et ot 'un des z; est le point  en question. L’ensemble C,/}

sera dit “ensemble de points d’instabilité” de 'équation (2.2). Si celui-ci
est vide, alors 1’équation (2.2) est fortement A-stable.
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Le théoreme 2.1 ou plus exactement l’analyse faite dans [35] nous dit
que

chc {x €M t.q. h(z) = 4&__21)59(:5)}

des que la dimension n’est ni 3 ni 6. En dimension 6, nous avons en fait
1
C;/L\ C {37 cM tq h(CL‘) = gSg(m) + 2’11,(,(6) pour un u € S}?Eﬂ} )

Une question assez naturelle est la suivante :

Question 4 - Etant donnée une fonction h € C (M) et A € R, peut-on
caractériser exactement C}/L\ ? Et bien entendu en déduire des conditions
nécessaires et suffisantes sur h pour que 1’équation (2.2) soit fortement
stable ?

Hormis les informations ci-dessus, nous savons que cet ensemble est vide
des que A < FE,. En dimensions n > 7, nous pouvons conjecturer sans
grand risque que

A _
C;, = F(h)

pour tout A > FE,, ou

n—2

Fh) = {x € M taq. ‘h(x) Tin-1)

Sy(x)

n—2

o (- s @ g:o}.

En dimensions 4 < n < 6, une caractérisation complete semble plus
délicate. Il devrait cependant étre possible de démontrer que F(h) C Cﬁ
des que A > FE,. Ensuite, cet ensemble de points d’instabilité devrait
dépendre de A. En particulier, il semble qu’une fois que A > 2F,,, il soit
en dimensions 4 et 5 beaucoup plus gros que F(h).

Enfin, nous pouvons nous intéresser aux limites faibles de suites de solu-
tions de (2.3) qui explosent. En dimensions 3, 4 et 5, une suite de solutions
(uq) qui explose ne peut avoir une limite faible que nulle. Il est impos-
sible de développer des points de concentration avec une limite faible non-
nulle. Notons CSQ I’ensemble des fonctions u € S§;° qui peuvent apparaitre
comme limite faible d’une suite de solutions (uq) de (2.3) qui explose. Cet
ensemble est I'ensemble des solutions de (2.2) cause d’instabilité. En di-
mensions 3 < n < 5, comme démontré dans [35], CS% = {0}. Il est naturel
de se demander quel est cet ensemble de solutions cause d’instabilité en
dimensions plus grandes :

Question 5 - Est-il possible de caractériser CS% en dimensions n > 67
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En dimensions n > 7, la réponse devrait étre
A oA—FE,
CS, =S, .

Autant dire qu’en dimensions n > 7, hormis la contrainte triviale que la
solution doit avoir une énergie plus petite que A — E,,, il ne devrait pas y
en avoir d’autres. En dimension n = 6, la situation est plus compliquée.

2.6 Et si les solutions changent de signe ?

L’univers des solutions changeant de signe est totalement différent. Pour
obtenir des résultats de stabilité, il faut absolument, pour I'instant, repas-
ser dans l'espace euclidien (ou sur des variétés localement conformément
plates) afin d’utiliser les symétries de celui-ci. La raison en est la suivante :
I’analyse asymptotique décrite au chapitre 3 pour les suites de solutions
positives n’a pas d’analogue pour des solutions changeant de signe. Men-
tionnons le résultat suivant dans le cas conformément plat :

Théoreme 2.3 (Vétois, [98]). Soit (M,g) une variété riemannienne lo-
calement conformément plate de dimension n. L’équation

Agu+ hu = |u|ﬁu

est fortement stable (mais pas fortement globalement stable) en dimensions

nZ?sih<4(7;77_2l)Sg.

Il faut comparer ce résultat au théoreme 2.2 qui stipulait que la forte
stabilité globale était vraie sous les hypotheses du théoreme dans le monde
des solutions positives. Le cas euclidien du théoreme ci-dessus avait été
étudié auparavant par Devillanova et Solimini [30, 31].



Chapitre 3

Analyse asymptotique -
un outil pour la stabilité

3.1 Description ponctuelle des défauts de
compacité

Dans [42], nous nous sommes attachés avec E. Hebey et F. Robert a
décrire les défauts de compacité pour des équations de type Yamabe dans
des espaces ponctuels, ce qui constitue un saut qualitatif au-dela des es-
paces d’énergie. Si cette théorie a été développée en toute généralité pour
des équations modelées sur I’'équation de Yamabe, les idées et le schéma
général de preuve ont déja été appliqués a des équations différentes (cf.
chapitre 4) et sont stirement voués & servir dans beaucoup de problémes.
Pour aborder les questions de stabilité, cette théorie constitue un outil
fondamental.

Considérons une variété riemannienne compacte (M,g) de dimension
n > 3 et considérons 1’équation
n+2
Agu+ hu = un=2
olt h est une fonction de M dans R réguliere! et A, est le laplacien. La
non-linéarité u»—2 est critique et nous n’avons a priori aucune chance de
controler un tant soit peu ’ensemble des solutions de cette équation.
Etant donnée une suite de solutions positives (u,) d’équations

n+2
Agug + hotg =ud ™",

1. Nous préciserons ultérieurement quelle régularité est requise en fonction des
résultats.

29
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I'objectif est de décrire les comportements possibles de cette suite. Dans
I'espace d’énergie associé & 1’équation, i.e. Hi (M), cela a été fait par
Struwe [94] (cf. le chap. 4 de [42] pour une preuve détaillée dans le cas
riemannien). Supposons que la suite (h,) converge dans L? (M). Suppo-
sons également que la suite (u,) soit d’énergie bornée, c’est-a-dire qu’il
existe A tel que fM |Vua|§ dvy < A pour tout . Alors, a extraction d’'une
sous-suite pres, la suite (u,) peut s’écrire sous la forme

N
Uy = Ug + Z B o+ Ry (31)
i=1
ol ug est une solution (éventuellement nulle) de 1’équation limite

n+2
Ag’u,o + houg = ’LL(;Hz s

les B; o sont des “bulles standard” et R, est un reste qui tend vers 0 dans
H? (M). Les bulles standard sont de la forme

1—n
n-2 dy (%50, 7)° :
B =puz |42 4 %W 3.2
7,Q ,U%a (:uz,a + n(n _ 2) ) ( )

ou (x;4) est une suite de points de M, appelés centre de la bulle, et
(ti,) est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 lorsque
o — 400, appelés poids de la bulle. Ces bulles sont modelées sur les
fonctions extrémales de 'inégalité de Sobolev euclidienne. En particulier,

si la variété considérée était ’espace euclidien, nous aurions exactement
n+2

1 . i}
A¢Bio = B/';? . Ici, nous avons

n42

AyBi o = B;:Oj? + Ri o

olt R; , est un terme d’erreur qui tend vers 0 dans H{ (M). L’apparition
de ces bulles est la trace du défaut de compacité inhérent a I’équation. En
effet, si V =0, on peut alors montrer, quitte & supposer une convergence
de la suite (h,) dans des espaces plus réguliers, que la suite (u,) est uni-
formément bornée dans C? (M). Par contre, dés que N > 1, il est clair
que la suite (u,) ne peut plus étre uniformément bornée ponctuellement ;
elle perd méme de I’énergie a la limite. L’énergie d’une bulle tend vers une
constante universelle lorsque « tend vers 400 :

/ VBia
M

De plus, dans la décomposition (3.1) de u,, les bulles n’interagissent pas
au niveau H?. En d’autres termes,

2 dvy = (W)gwn+o(1) =E,+o(1) .

/ (VB q, VBj,a)g dvg — 0 quand o — 400
M
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des que i # j. Ceci se traduit par des relations entre les poids des bulles

et la distance entre leurs centres respectifs :

dy (Zior Tj.0)° ; j

g( 1, j,a) + M%a + ILLJ’O‘ — 400 quand o — 400 (33)
Hiallj o K Hia

pour tous 4,5 € {1,...,N}, i # j. La perte d’énergie par passage a la

limite est donc quantifiée puisque

. 2 2
aErJrrloo /M [Vual|, dvg = /M [Vuol, dvg + NE, . (3.4)
Le cas N = 0 correspond & une convergence forte de (u,) vers sa limite
up tandis que, des que N > 1, la suite (u,) converge faiblement mais pas
fortement vers wug.

En fait, la décomposition (3.1) a lieu dans un cadre beaucoup plus
général puisqu’il suffit que la suite (u,) soit une suite de Palais-Smale
pour les fonctionnelles

1 - 2 n
Jo(u) = 3 /M (|Vua|§ + haui) dvg — % /M |ua|"2*2 dvg .

En d’autres termes, il suffit que la suite (u,) soit une suite de fonctions
positives ou nulles dans H? (M) vérifiant

n+2

/ (Vua, Vea), dvg—|—/ hauagoadvg:/ ua o dvg +o(1)
M M M

pour toute suite de fonctions (¢,) de H? (M) telles que lall g2 ary = 1-

Si une bulle apparait dans la décomposition (3.1), nous dirons que la
suite (uo) développe un phénomene de concentration. Nous appellerons
les suites (z;,,) des points de concentration et les suites (p;,) leur poids
(ou vitesse de concentration) respectif. Ainsi, en un sens H?, la suite (us)
ressemble a la somme de sa limite faible et d’un certain nombre de bulles
(cf. fig. 1, page 33).

La question qui se pose naturellement et a laquelle nous allons répondre
dans cette partie est alors : est-il possible d’obtenir une description simi-
laire dans des espaces ponctuels ? Passer d’une description dans I'espace
d’énergie H? & une description ponctuelle dans espace C° représente un
saut qualitatif énorme. La difficulté essentielle pour passer d’une descrip-
tion a lautre est que les bulles, si elles n’interagissent pas dans les es-
paces d’énergie, peuvent tres bien interagir au niveau ponctuel. 11 n’est
par exemple certainement pas vrai que

on 2n 2

(Bija + Bja)" % — B, — B-"ll2 — 0 dans C° (M) quand o — +oc0

o Jrex
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alors que cette convergence a lieu dans L* (M), ce qui correspond a I’espace
d’énergie. Ceci peut étre illustré par la figure 2, page 33. Les bulles peuvent
méme se superposer les unes aux autres sans interagir au niveau H? : elles
peuvent avoir méme centre sans violer la relation (3.3); il suffit que I'une
d’elles soit beaucoup plus concentrée que lautre (cf. figure 3, page 34).

Dans un grand nombre d’applications, il est particulierement intéressant
de comprendre ces mécanismes d’interaction. En particulier, si interaction
ponctuelle il y a, celle-ci obéit & un certain nombre de contraintes. La
machinerie nécessaire pour décrire ces phénomenes de concentration a été
élaborée sur le cas des équations de type Yamabe dans le livre [42]. Elle
s’adapte parfaitement bien a un certain nombre de problemes présentant
des défauts de compacité classifiables (cf. par exemple [37, 41, 45, 95] ou
le chapitre 4). Le résultat démontré dans [42] est le suivant :

Théoreme 3.1. [Druet-Hebey-Robert, [42]] Soit (M,g) une variété rie-
mannienne compacte de dimension n > 3. Soit (he) une suite de fonc-
tions dans C%" (M) pour un certain 0 < n < 1 qui converge vers une
fonction limite hg dans C*" (M) lorsque o — +oo. Considérons une suite
de solutions strictement positives (uy) de

n+2
n—2

Agug + hotq = us

sur M d’énergie a priori bornée / |Vua\§ dvy < A. Supposons également

que Uopérateur Ay + ho a un noyau trivial.

Alors il existe ug € C% (M) solution (éventuellement nulle) de I’équation
n+2

limite Aguo + houp = u(ﬁ et N bulles B; o de la forme (3.2) telles que,
apres extraction d’une sous-suite,

Uq (za) = (1+0(1))uo (xa)+ZN:(1+O(1))Bi’a (2)+0 << maXN,ui,a)"22>

P i=1,...,

pour toute suite de points (zq).
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E

Fig. 1 : ug + Bi,o + Baoo + B3 o

Fig. 2 : Interaction ponctuelle de bulles.
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+ A =

Fig. 3 : une bulle + une bulle = une bulle sur une bulle (méme centre).

Ce théoreme répond parfaitement a la question de la description ponc-
tuelle de la suite posée ci-dessus. Une fois la description dans I'espace
C° obtenue, les effets de régularisation des EDP elliptiques donnent des
descriptions aussi précises dans les espaces C* (k dépendant du degré de
régularité dans la convergence de la suite (h,)). Ainsi la figure 4, page 34,
est parfaitement justifiée. La suite (u,) ressemble réellement & la somme
d’une solution réguliere de I’équation limite et d’un certain nombre de
bulles.

|
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
3.

% a % %

Fig. 4 : théorie ponctuelle sur les (u,)

Nous verrons dans la section 3.3 comment obtenir des informations
précises sur les configurations de bulles possibles dans un tel processus.
Si des bulles peuvent se former sur des bulles, ceci ne peut étre fait de
maniere complétement arbitraire.
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Le reste de cette section est consacré a 1’exposition des idées essentielles
de la preuve du théoreme 3.12.

3.1.1 Comment trouver les points de concentration ?

“wA

Meéme si les techniques de type “énergie”, basées sur la fonction de
concentration de Lévy (cf. [94]), permettent de détecter toutes les bulles
qui peuvent se développer dans notre cas précis 3, nous allons décrire com-
ment détecter les points de concentration par une méthode ponctuelle qui
nous menera au résultat principal de cette sous-section, la proposition
3.1, page 44. L’énorme avantage de cette méthode est, outre sa souplesse
qui lui permet de s’adapter a des équations ou la méthode d’énergie est
inopérante, qu’elle fournit automatiquement des estimées ponctuelles sur
la suite (uq) dépendant de la distance & laquelle se trouve 'ensemble des
points de concentration. Son (léger) inconvénient est évidemment qu’elle
demande un peu plus de régularité sur la suite (h,). Cette méthode de

détection repose fondamentalement sur I'invariance des termes dominants
n+2

de I’équation, i.e. Ajuq et ug 2, par le changement d’échelle ui— Ny (Ax).
Bien entendu, ce changement d’échelle n’a aucun sens global sur une variété
mais, comme les phénomenes de concentration se déroulent a des échelles
microscopiques et comme une variété riemannienne n’est infinitésimalement
qu’un espace euclidien, il est possible de donner un sens a ce changement
d’échelle sur les domaines qui vont nous intéresser. La méthode décrite
ci-dessous se compose de deux étapes : premierement, il faut trouver le
changement d’échelle qui permette de voir quelque chose au voisinage d’un
point de concentration ; deuxiemement, il faut trouver une estimée ponc-
tuelle ayant les mémes invariances que 1’équation - ou tout du moins que
ces composantes non compactes - qui fournira, si elle est violée, un nouveau
point de concentration. La premiére étape est également utilisée dans les
méthodes d’énergie. Elle consiste & regarder a la loupe la solution (us) au
voisinage d’un point ou elle se concentre - que ce soit I’énergie, i.e. la norme
H? ici, qui se concentre, ou que ce soit une concentration ponctuelle, i.e.
en norme L - et a écraser celle-ci afin qu’elle ne se concentre plus. Il
faut alors montrer que la suite, vue sous cet angle, converge vers un pro-
fil standard (ce qui demande un résultat de classification des solutions de
Péquation-modele associée). La deuxieme étape est I'idée essentielle de la
méthode ponctuelle. Ces deux étapes s’adaptent a beaucoup d’équations
présentant des défauts de compacité dus a 'invariance de celles-ci par un
certain changement d’échelle. Trouver I'estimée ponctuelle invariante qui
permet de faire fonctionner la deuxieme étape est souvent le point délicat.
Nous reviendrons sur ces diverses difficultés (classification des solutions de

2. 11 est tout-a-fait exclu de la présenter exhaustivement puisqu’elle court sur 120
pages et ce n’est pas 'objet de ce texte. Nous renvoyons & [42].
3. C’est d’ailleurs ainsi que la décomposition H12 ci-dessus est obtenue.
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I’équation-modele associée, recherche du changement d’échelle adapté et
de estimée ponctuelle adéquate) dans le chapitre 4 lorsque nous traiterons
d’autres équations.

Premiere étape : Détection du premier point de concentration

Le candidat le plus naturel pour étre point de concentration est le -
ou un - point ou la fonction u, est maximale. Remarquons tout d’abord
que, si la suite (u,) était uniformément bornée dans L (M), les résultats
de théorie elliptique standard donneraient alors gratuitement le résultat
du théoreme avec N = 0. En d’autres termes, nous aurions, a extraction
d’une sous-suite pres, convergence dans I'espace C? (M) de la suite (ug)
vers une limite ug solution de 1’équation-limite. Dans ce cas d’ailleurs, il
est certain que cette limite est non-nulle (cf. [42] pour la preuve, simple,
de cette assertion). A partir de maintenant, nous supposerons donc que

Sup U — +00 quand a — 400 .
M

Soit alors (x,) une suite de points de M telle que

U (xa) = Sup Uq -
M

Regardons cette suite (u,) au microscope au voisinage de z,, et écrasons-1a

2
afin d’y voir plus clair. Pour ce faire, on pose, pour x € By (5ua (xo)m2 ) C
R", 0 <6 < ig(M), ig(M) étant le rayon d’injectivité de M,

’Ua(x) = Ua ("Ea)il Uqy (expxa (ua (xa)7$ (E)) et
_ 2
go(x) = expj g(u(JZ (o) ™2 a:) .
Passer dans la carte exponentielle permet de donner un sens au change-

ment d’échelle effectué. Celui-ci est lié aux invariances de 'équation (cf. la
discussion ci-dessus). En effet, la suite (v,) vérifie 'équation

__4_ _ 2 nt2
Ag, Vo + U (0) "2 ho (expra (ua (24) ™2 )) Vo = V47

dans By (5ua (za)ﬁ) Ce changement d’échelle laisse bien invariant les

deux termes non-compacts de I’équation et rend négligeable le terme linéai-

re qui, lui, est compact. De plus, grace a notre choix de z,, 0 < v, <
2

v,(0) = 1 dans By (5ua (xa)j> Comme uq (24) — 400 quand o —

+00, go — & dans C?_ (R™) quand a — 400 ot £ est la métrique eucli-

dienne. Par théorie elliptique standard, moyennant une borne L sur (h,,)
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par exemple, il existe une sous-suite de (v,) qui converge dans C}._ (R™)
vers une solution U (réguliere) de 'équation-modele

n+2

AfU =Unr—2

dans R™. De plus, par passage & la limite, 0 < U < U(0) = 1. Clest
a ce moment-la qu’est absolument nécessaire une classification de 1’en-
semble des solutions de I’équation-modele. Ici, cette classification est par-
ticulierement simple puisque toutes les solutions positives de 1’équation
ci-dessus sont de la forme

2 2\ 1-%
Ulz) = A5 (1 4 Xl 2ol )
n(n —2)

pour un certain zg € R™ et un certain A > 0. Cette classification est due
a Caffarelli-Gidas-Spruck [22]. Dans notre cas, c¢’est-a-dire lorsque les so-
lutions sont a priori dans L7-2 (R™), elle est en fait due & Obata [79]. La
preuve d’Obata est purement géométrique puisqu’il est possible lorsque
Iénergie est finie (ce qui correspond moralement & une décroissance des
solutions & I'infini %) de remonter les solutions sur la sphére et de se rame-
ner au probléeme de la classification des métriques dans la classe conforme
de la sphere standard qui sont & courbure scalaire constante (ce qui re-
vient a caractériser le groupe des difféomorphismes conformes de la sphere
standard). Il convient de noter que c’est la non-compacité de ce groupe
de difféomorphismes conformes de la sphere standard qui est cause des
phénomenes de perte de compacité dans des équations de type Yamabe
mais que c’est grace au fait que cette perte de compacité vienne de ce
probléme géométrique qu’on peut classifier les profils d’explosion (i.e. les
solutions de ’équation-modele). Une preuve du résultat d’Obata utili-
sant la technique des “moving-planes” due a Alexandrov [5] a ensuite été
trouvée par Gidas-Ni-Nirenberg [47]. La classification générale de [22] est
basée sur une adaptation de la méthode des “moving-planes” lorsque la
fonction n’a a priori pas de décroissance a 'infini - I’étape cruciale de la
preuve étant alors de démontrer qu’il y a suffisamment de directions avec
décroissance pour pouvoir démarrer la méthode des “moving-planes”. Une
preuve plus simple - plus géométrique et plus élégante - de cette classifica-
tion, basée sur une méthode des “moving-spheres” (qui n’utilise que le ca-
ractere conformément invariant de 'équation et un principe du maximum)
a été donnée plus récemment par Li-Zhang [68]. Avec cette classification,
puisque U admet son maximum de valeur 1 en 0, il est clair que

o= (1+ L)

4. Ceci peut d’ailleurs étre rigoureusement démontré, cf. par exemple [41].
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Nous avons donc bien obtenu un profil de u, au voisinage de x,. En effet,
en remontant ce résultat sur la variété, nous avons

Uy = (1 + o(l))BLa

dans toute boule By, , (Rpu1,q) OU 1,4 = Za, f1,a = Ua (xa)fﬁ et Bi o
est la bulle-standard de centre x1 , et de poids p1,, comme définie en (3.2).

Nous avons donc trouvé notre premier point de concentration. Ce procédé
classique de changement d’échelle remonte & Struwe [94]. Mais la technique
ponctuelle directe développée ici remonte plutdt & Schoen [89].

Seconde étape : Détection des bulles “hautes”

Nous allons expliquer maintenant comment détecter un premier paquet
de bulles, dites bulles “hautes”. La terminologie s’éclaircira lors de ’étape
suivante quand nous aurons un deuxieme paquet de bulles & comparer a
ce premier. L’idée essentielle est de concocter une estimée ponctuelle inva-
riante par le changement d’échelle utilisé dans la section précédente pour
obtenir un profil asymptotique autour d’un point de concentration. Une
telle estimée ponctuelle donnera souvent, si ce n’est toujours, un moyen
de détecter d’autres points de concentration. Pour illustrer cette méthode,
voyons comment elle permet de construire le deuxieme point de concentra-
tion, les autres points de ce premier paquet s’obtenant de maniere similaire.
Posons o

D, (x) =dy (21,0,2) 7 ualx).
Cette quantité est invariante par le changement d’échelle ci-dessus. En
effet,

n—2 n—2
o, (expmlra (Ul,ax)) = /h,fx lz| 2 ug (eXPmLa (ﬂl,ax)>
= [a]"T vala)

ce qui n’est rien d’autre que la quantité ci-dessus construite cette fois a
partir de la fonction v,.

Cette quantité permet de détecter un deuxiéme point de concentration
de la fagon suivante : supposons que sup , — 400 quand o« — +oo. Alors,
M

en prenant ¥y, un point de maximum de ®,, il est possible de répéter
I'étape de la sous-section précédente en remplagant x, par y,. En effet,
ce choix de y, assure que la suite de fonctions renormalisées est locale-
ment uniformément bornée, ce qui permet une nouvelle fois de passer a
la limite dans I’équation et d’obtenir la convergence vers un profil stan-
dard. Le point essentiel ici est que ’hypothese @, (yo) — 400 assure que,
apres le changement d’échelle approprié autour de y,, le premier point de
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concentration est bien envoyé a l'infini, ce qui se traduit par les relations
suivantes :

%gﬁl’a’ya) —— — +o0o quand o — +00 .
Uqy (xl,a) " 4 U (ya) no?

En un sens, cette étape permet de détecter des bulles qui sont relativement
éloignées les unes des autres (leur distance respective étant mesurée par
rapport a leur poids).

Pour continuer le processus, il suffit de remplacer la quantité ®, par

n—2

<, min_d, (xi,a,x)) " (@)

1=1,...,

une fois les k premiers points de concentration construits. Tant que cette
quantité n’est pas uniformément bornée, son maximum donne un nouveau
point de concentration. Le processus s’arréte nécessairement grace a la
borne a priori sur I’énergie que nous avons faite. En effet, un argument
simple (déja présent dans [94]) permet de montrer que les bulles ainsi
construites n’interagissent pas au niveau H? et que leur propre énergie est
quantifiée. Chaque bulle apporte un quantum d’énergie E,, et k bulles ainsi
construites en apportent kFE,,. La borne sur I’énergie borne donc a priori le
nombre de points de concentration que ce processus peut produire. Pour
une discussion des difficultés soulevées par ’absence de borne sur I’énergie,
nous renvoyons a la section 3.5.

Une fois que le processus s’arréte, nous avons non seulement un certain

nombre de points de concentration (21 q,...,%k.q) avec des poids associés
(H1,a5 - - - » fbe,) €6 un profil asymptotique de u, au voisinage de ces points,
ie.

uo = (1+0(1))Bia
dans la boule By, , (Rpi o), mais également une estimée ponctuelle sur u,,

i.e.

n—2

( min_d, (xi,a,a;))2 Ua(z) < C

i=1,...k
sur M avec C' indépendant de «.
Les bulles trouvées dans cette étape vérifient toutes
dg (xi,aaxj,a> — 400 (35)
Nz’,a
pour tous 4,7 € {1,...,k}, i # j.

L’estimée ponctuelle ci-dessus a déja été utilisée de nombreuses fois dans
le cas d’un point de concentration isolé. Elle remonte & Schoen-Zhang [93].
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Troisieme étape : Détection des bulles “basses” et “cachées

Nous n’avons malheureusement pas trouvé toutes les bulles avec le mode
de détection de la sous-section précédente. En particulier, nous n’avons
pas trouvé de bulles sur des bulles, c’est-a-dire des couples de bulles ne
vérifiant pas la relation (3.5). En fait, il nous manque dans ces couples les
plus basses (et donc les plus étalées), celles dont le maximum est caché par
celui de la bulle-compagnon, cf. figure 5 ci-dessous, page 41.

Comment faire pour détecter ces bulles? Il faut raffiner la méthode
précédente en regardant cette fois la quantité

i=1,...k

\I/a(x):< min (d, (xi,a,x)wi,a)) )

Tant que cette quantité ne tend pas uniformément vers 0, il est pos-
sible de trouver un nouveau point de concentration®. Montrons-le sur
le cas le plus simple. Supposons donc que les k points de concentration
trouvés sont ceux de 1’étape précédente. Remarquons tout d’abord que
¥, tend uniformément vers 0 sur Ule By, . (Rpiio) mais également sur

M\ UL, B, (&) pour tout R > 0. Ceci est une conséquence de la
sous-section précédente. Pour le deuxieme point, nous avons juste besoin
de remarquer que la suite (u,) est uniformément bornée sur cet ensemble
grace a 'estimée faible obtenue lors de la premieére étape et d’utiliser des
résultats de théorie elliptique standard pour en déduire une convergence
ponctuelle vers ug sur cet ensemble. II nous reste donc a comprendre ce
qui se passe dans la zone intermédiaire.

5. Remarque : cette quantité est toujours uniformément bornée une fois I’étape
précédente achevée.
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Fig. 5 : une bulle “basse” et “cachée” qu’il faut détecter.

Supposons que
U, (2q) =sup ¥, > &g
M

pour un certain £y > 0 indépendant de «. Vu ce qui vient d’étre remarqué,
il est clair que

min . dg (%ia,Ta) — 0 quand o — +00 (3.6)

i=1,...,
et que
dg (mi’m l‘a)
i,
pour tout 1 < 4 < k. Il est également clair que u, (x,) — 400 quand
a — +00. Posons

Vo(2) = uq (a:a)_l Uy (exp% (ua (xa)_% x)) et

galz) = exp; g (ua () 7 w) :

— 400 quand o — +00 (3.7)

Pour tout 1 <7 < K, notons Z; o I'image du point de concentration z; o
par ce changement d’échelle, i.e.

2 _
Fio = U (Ta) "7 expy ! (2ia)
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pour les points pour lesquels cela a un sens, c’est-a-dire pour ceux qui
vérifient dg (%i,a,%q) < iy (M). Mais peu importe car ceux qui nous intéres-
sent sont ceux pour lesquels

n—2

dg (xi,av Ta) T Ua (7o) = O(1)

qui vont donner, quitte a extraire une sous-suite, une trace dans R", c¢’est-
a-dire une limite de &; , que nous noterons Z;. Nous noterons également
T c {1,...,k} Pensemble des i pour lesquels cette limite existe et est finie.
11 convient de remarquer que Z # ) grace & Pestimée obtenue & la fin de
la premiere étape d’exhaustion des points de concentration. Ceci illustre
le fait que la nouvelle bulle que nous sommes en train de construire est
“sous” celles correspondant aux points de concentration qui laissent une
trace z; apres le changement d’échelle.
En utilisant ’estimée de la premiere étape, i.e.

n—2

<, min d, (mi,a,x)) g () < C,

i=1,...,k -

et puisque cette estimée est invariante par le changement d’échelle effectué,
il est clair que

1-3
limsup vy (24) < C (min |z — ;%Z|)
a—+00 i€l

pour toute suite de points (z,) convergeant vers z € R"™ \ {#;},.;. En
particulier, la suite (v,) est uniformément bornée sur tout compact de
R™ \ {Z;};c7 et, par théorie elliptique standard, aprés extraction d’une
sous-suite, v, — V dans Cl, (R™\ {Z;},.7) quand a — +oo ot V vérifie

AV = Vs dans R™\ {&},c4

et

n

1—
o<v<ce <min|z—;i’i>
1€T

Grace a cette estimée ponctuelle, les singularités de V' en &; sont effagables
et V € C*(R") vérifie 'équation-limite sur tout Pespace®. Il reste a
montrer que V n’est pas identiquement nulle pour obtenir encore une fois

6. Ceci est également un point crucial. La classification des solutions de 1’équation-
limite avec singularités éventuelles peut poser un probléme, méme avec ’estimée ponc-
tuelle correspondant & I’hypothése d’énergie bornée. Voir par exemple section 4.6. Si
des solutions singulieres pouvaient exister, cela signifierait qu’une bulle haute pourrait
“tordre” une bulle basse et éventuellement lui faire perdre de I’énergie.
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un profil standard. Mais ceci est du au fait que ¥, (z,) > €y > 0. En
remarquant grace a (3.6) et (3.7) que

n—2

(dg (i,ar o) + ia) > Bia(xa) — 0 quand o — 400

et que
n—2

2
(._I{ﬂnk (dg (Ti,00Ta) + ui7a)) ug (zq) — 0 quand o — +00 ,

nous obtenons directement |#;| > ;% pour tout ¢ € Z. La convergence de

ve vers V ayant ainsi lieu dans C! dans un petit voisinage de 0 et v, (0)
étant égal a 1, il est clair que V(0) = 1. Le résultat de classification de [22]
nous donne alors l'existence de g € R™ et de A > 0 tels que

2\ 172
2252 [ 2 |z — @0
Viz) =X\ <)\ + n(n—2)>

__2_ __2_
En posant 21,4 = exp,,_ (ua (o) ™2 :Uo) et 1,0 = (Mg (24)) 72,
nous sommes arrivés a

n—2

1—
|£C|2 2
Mkil,a“a (eXPsz (Nk+1,a$)) —U(z) = (1 + m

dans C? (R™\ Sg+1) quand o — +00 ot

oc

Spi1 = { lim exp;klﬂya (i), 1 <i<ktq.

a—+00 Hk+1,a

dg (mi,avxk-‘rl,a) =0 (ﬂk—i—l,a) }

Il est clair que la bulle ainsi trouvée correspond bien a celle de la figure
5, page 41. En particulier, il existe nécessairement au moins une bulle qui
a son centre dans la boule de centre xyy1,, et de rayon Rpg41,o pour R
assez grand, c’est-a-dire une bulle qui est vraiment sur elle.

De méme que dans I’étape précédente, toute nouvelle bulle ainsi construi-
te n’interagit pas, au niveau H?, avec les précédentes, et apporte avec
elle un quantum d’énergie. Quitte & répéter le processus’, processus qui
s’arrétera nécessairement grace a la borne a priori sur I’énergie des solu-
tions, nous arrivons au résultat suivant :

7. Le cas général, i.e. lorsqu’on a déja des bulles de second type, est techniquement
plus compliqué mais fondamentalement similaire a celui que nous venons de traiter.
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Proposition 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Soit (uy) une suite de solutions C? positives de ’équation

n+2
n—2
Agua + hotia = ua

avec hy — hg dans CO" (M) pour un certain n > 0. Alors il existe ug €
C? (M) solution de
n+2
Aguo + houg = u5’2

qui est soit identiquement nulle, soit strictement positive, N € N et N
suites (Tja, fhia);—y N OU Tia € M et p o > 0 vérifie ;o — 0 quand
a — +oo telles que les propriétés suivantes aient lieu aprés extraction

d’une sous-suite :
(a) uq —ug dans C%, (M\S) quand a— +00 0118:{ lim xi7a} :
i=1,..,N

a——+00
FERED)

(b) Pour tout 1 <i < N,

n—2

- ‘x|2 1-%
%a“(“%mw7”y*(+nmm>

dans C% (M \'S;) quand o — +00 ou

. 1 .
Si={ i e, (@50)2 0 21 6. dy (100530) = O (i) |

(¢) Pour tous i,j € {1,...,N}, i # j,

dg (xi,aaxj,a)2 + Hi,a + Nj,oz

— 400 quand o — +00 .
Mi o g, Hj,o i,

(d) La quantité

n—2

( min (d, (zia,7) + ui,a))

tend vers 0 dans L (M) quand oo — +00 ot

17
n—2 dy (@50, 7)°
&A@=m30%+g(m)>

N3

n(n — 2)

En fait, les points (a) et (b) sont des conséquences de (c) et (d) avec un
peu de théorie elliptique standard. Le point (c) est bien connu et n’est que
I'indépendance des bulles dans I'espace d’énergie H?. Une fois que ces trois
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étapes ont été menées a bien et que nous avons démontré la proposition
3.1, nous avons en fait trouvé tous les points de concentration. Ceci n’est
pas encore démontré et Uestimée (d) de la proposition 3.1 ne suffit pas pour
I’obtenir. Elle est en effet critique pour les espaces d’énergie® et ne permet
donc pas de montrer qu’il n’y a pas d’énergie perdue entre les bulles et pas
d’autres points de concentration. Mais cette estimée ponctuelle (faible)
peut étre améliorée en une estimée ponctuelle optimale. Il va nous falloir
plusieurs étapes pour y arriver. C’est 'objet des sous-sections suivantes.

3.1.2 Un premier controle ponctuel de la suite

L’objectif est d’obtenir un contrdle par au-dessus de la suite (u,) par
la somme des bulles et de ug, ce qui sera achevé dans la sous-section sui-
vante. Pour I'instant, nous nous proposons d’esquisser la preuve du résultat
suivant :

Proposition 3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Soit (uy) une suite de solutions C? positives de ’équation

n+2
Agug + hotg = us ™

avec ho — ho dans C%" (M) pour un certain n > 0. Alors il existe C' > 0
telle que, apres extraction d’une sous-suite,

ne2 2—n
(o) = w0 (0] < Cut™ ( pin, () (1002 +s) )+ e ol
pour tout x € M ot les suites (i), 5 €t (fia);—q  y €t la fonction
ug sont données par la proposition 3.1, ji, = Max;=1, . N Mia, € 0l (€4)
est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 quand o — +00.

Nous allons nous contenter d’esquisser la preuve de cette proposition
dans le cas, beaucoup plus simple techniquement, ot ug = 0 et nous ren-
voyons a [42] pour le cas général. La preuve se décompose en deux étapes,
la premiere donnant une estimée intermédiaire entre celle de la proposition
3.1 (point (d)) et celle voulue ici.

Etape 1 (estimée intermédiaire) - Pour tout 0 < & < 1, il existe R. > 0
et C. > 0 tels que

n—2

Ua(x) € Copta® 2y (z)@m0—2)

8. L’estimée de décroissance en distance aux points de concentration a la puissance
1-— % ne permet tout juste pas d’appliquer le théoreme de convergence dominée de Le-
besgue pour controler la norme L%. 11 est tout-a-fait normal que I’estimée ponctuelle
invariante par le changement d’échelle qui laisse invariant I’équation soit également 1’es-
timée ponctuelle qui constitue la limite pour un théoréeme de convergence dominée dans
I'intégrale d’énergie.
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N
pour tout z € M \ U By, . (Repti,a) ol

i=1

ra(z) = min dg (0, 2) .

La preuve de cette estimée repose sur deux ingrédients, 1’estimée ponc-
tuelle de la proposition 3.1 et le principe du maximum, combinés avec
un bon choix de fonctions-tests. Il suffit en fait de montrer cette estimée
pour des e suffisamment petits puisqu’elle s’améliore quand e décroit.
L’opérateur A, + ho étant supposé sans noyau, il est coercif. Ainsi il
existe g > 0 tel que lopérateur A, + hg — ¢ soit également coercif.
Soit G la fonction de Green de cet opérateur, i.e. la fonction symétrique
G:Mx M\ {(x,x), v € M} — R vérifiant

AQ»ZIG (x’ y) + (hO(y) - EO) G ('/Ea y) =0z

au sens des distributions pour tout = € M. Cette fonction de Green est
strictement positive et, cf. [42], il existe C; > 0, Co > 0 et C3 > 0 telles
que

1

roR <d, (ac,y)Th2 G (z,y) <C; (3.8)
1
et
2
NC@ vl 5, (2y)2 - s (3.9)
G (z,y)

pour tous (z,y) € M?, x # y. Posons

pour & € M\ {2 a};_; - Soit maintenant un point x, € M maximum

local de ;:,5. Comme V (ﬁ) (1o) =0 et A, (ﬁ) (r4) >0,

Agug (T4) > AgPo e (a)

U (Ta) — Pae(xa)

Ceci donne

AgPq . (Ta) 4
) < n—2 __ .
Oon @) S Ue (To) he (o)
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Il reste a remarquer par un simple calcul que

N
AgPoc(xa) = —(ho(za)—€0)(1—¢) ZG (mi,a7xa)176
i=1
N 2
|VG(xiou$a)| 1—¢
+e(l—¢ ——————G (Tj,a, T
( ); G (rre2)’ (Ti,ar Ta)

= —(ho(za) —c0)(1 —€) Do

N 2
+e(l—¢) Z VG @ia: 7o)l G (Tiorta) °

i=1 G<xi,a7xa)2

pour en déduire que

N

c(l=e)Pac(za) >

< U (xa)ﬁ - hoé (.’EQ) + (hO (‘TQ) - EO) (1 - 5)
<y (2a)"2 —e0 (1 —€) —ehg (z4) + o1)

< o (2a) 77 = 3 +0(1)

VG (20, 20)|*

G Ti oy Lo e
G(xi,a7xo¢)2 ( 7 )

quitte & choisir ¢ suffisamment petit. En utilisant le point (a) de la propo-
sition 3.1 et puisque ug est supposée nulle, on voit déja, en utilisant que
le terme de gauche est positif ou nul, que r, (z,) — 0 quand o — +o0.
Il n’est alors pas difficile en utilisant (3.8) et (3.9) de minorer le terme de
gauche par

e(l—eg) (Cgra (as,l)_2 - C’g)

02—26
1
et d’en déduire que

NCq

2 _4
ra () o (5) 77 2 01— 2) o

+o(1) .

Grace a 'estimée (d) de la proposition 3.1, il en découle que

_4

al B NC
2 2
To (Ta Bi o (zq >e(l—¢€)—5—-t+o(l).
o (Lo Biate))  2e-) 25 4ot
N
Ceci n’est possible que si x, € U By, . (Repti ) pour un certain R, > 0
i=1

ne dépendant que de e. Ainsi, la fonction

n’admet pas de maxima
a,e
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N
locaux en-dehors de U By, . (Repti,a). Ainsi
i=1
U U
sup — = sup — .

M\U{v:1 Bmiya(Rslli,a) (Da B(Uﬁ\;l Bziya(Rsui.a)) (I)g‘

Les estimées (3.8) et (3.9) et le point (b) de la proposition 3.1 permettent
ensuite de conclure la preuve de cette premiere étape.

FEtape 2 - Nous pouvons maintenant démontrer I'estimée de la proposi-
tion 3.2 qui correspond en gros a prendre ¢ = 0 dans l'estimée de 1’étape
1. Mais il y a un saut qualitatif entre € > 0 et € = 0. L’hypothese € > 0
était cruciale dans 1’étape précédente et il n’existe d’ailleurs pas a notre
connaissance de preuve directe par principe du maximum de 'estimée fi-
nale (dans un cadre aussi général). Ici, nous allons utiliser la formule de
représentation de Green pour obtenir le résultat. On note G, la fonction
de Green de l'opérateur A, + h,. Comme h, — ho dans C%" (M) quand
a — 400, les estimées sur les fonctions de Green sont uniformes en « et
nous avons en particulier 'estimée (3.8) sur G, pour tout a assez grand ?.
Grace a la formule de représentation de Green et a 1’équation satisfaite
par u,, nous pouvons ensuite écrire que

nt2 - n-+2
"2 dog < Cl/ dy (e, )> " g ()2 dv,
M

Ug (xa):/MGa (Za, T) Ua (2)

pour toute suite (x,) de points de M. Fixons 0 < ¢ < niQ et utili-

sons 'estimée de I’étape 1 pour estimer une partie de cette intégrale. Plus
précisément, écrivons que

n42
dy (20, ) " U (2)72 dv,

|
M\L:J] B‘”i,a (REU’&)

n42

nt2 0
< C€n72Ma2 (=29 / N dg (il'a, 1')2771 Ta (x)f(nJrQ)(l*E) dvg
]\J\’_L:Jl B, a(ReMa)

n+

n+2 N
<oty | y (00 )"y (1,00) "D
D M\Ba,  (Ropia)

N
=0 (Z ta® (dg (Tija, Ta) + ﬂa)2n>
i=1

par simple calcul puisque € < ni” Pour I'autre partie de I'intégrale, nous

9. Evidemment, la constante C7 se doit d’étre changée mais peut étre choisie uni-
forme en a.
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pouvons écrire que

/ dg (T,
U§V=1 BI,Q (Rs,ufoc)

N
=0 (Z dg (4,0, xa)%"/B dy (2o, 2)° " U () = dvg>
i1

o (Repra)

N 2
= O (Z Mang (xa> xi,a)z_n>

i=1

+2
U () n2 dv,

)27n

grace aux inégalités de Holder et a la borne a priori sur ’énergie des lors
que

e
pour tout 1 <4 < N. En combinant ces deux estimées, nous arrivons a

— 400 quand o — +00

i=1,...,N

U (Ta) = O (u;22 ( min (dy (2;.a,7) + ui,a>)2_n>

des que la relation ci-dessus est vérifiée. Supposons maintenant que r, (2 )
= O (i4a). Le point (d) de la proposition 3.1 donne alors immédiatement
que

n—2

N
U (za) = O (Z i (dg (Tisa, Ta) + Ni,a)2n>
i=1

1-%
o <<Z—Ilnln,N (dg (mivoﬁ I(,) + /Li,a)> >

no2 2—n
) (Naz (i_rlninN (dg (Ti,or, Ta) + ﬂi,a)> )
n

1—
to <<2_1'1I)111'11N (dg (xi,a, ‘ra) + Mi,oz)) >

ce qui donne le résultat voulu puisque

n—2
'*IlninN (dg (xi,a7 xa) + /J/i,oz) =0 (/’Loc2 )

dans ce cas. Ceci acheve ('esquisse de) la preuve de 'estimée de la propo-
sition 3.2.

Dans le cas ou la limite faible ug est non-nulle, la preuve est essentielle-
ment plus technique. Il faut tout d’abord démontrer une version locale de
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Pestimée & e prés (c’est-a-dire au voisinage des points de concentration)
pour I’étendre ensuite par des arguments de théorie elliptique standard a
toute la variété. L’estimée obtenue n’est pas tout-a-fait la bonne, elle fait
intervenir des termes supplémentaires légérement singuliers (de moins en
moins lorsque € — 0). De méme, pour passer a l'estimée avec € = 0, il faut
travailler un peu plus pour prendre soin de ces nouveaux termes. Mais le
schéma général de la preuve reste dans ’ensemble le méme.

Des estimées ponctuelles fortes de ce type, dans le cas d'un point de
concentration isolé, i.e. dans le cas d’une bulle, remontent dans le cas
euclidien & Han [51] et dans le cas vraiment riemannien (i.e. non localement
conformément plat) & Hebey-Vaugon [56, 57].

3.1.3 Hiérarchie des points de concentration et controle
optimal

L’objectif de cette étape est de parvenir a une estimée ponctuelle par au-
dessus de la suite (uq) qui soit optimale, ¢’est-a-dire un contrdle ponctuel
de la suite (u,) par la somme des bulles :

Proposition 3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n > 3. Soit (u,) une suite de solutions C* positives de l’équation

n+42

L —2
Agug + hota = us

avec ho — ho dans C%" (M) pour un certain n > 0. Alors il existe C' > 0
telle que, apres extraction d’une sous-suite,

N
[ta (@) = uo (#)] £ C)_ Bia (2) +€a Juoll
i=1

pour tout v € M ot les suites (Tia),_; N € (tia) _y et la fonction

i=1,..
ug sont données par la proposition 3.1 et ot (e,) est une suite de réels
strictement positifs tendant vers 0 quand o — +00.

Ordonnons les points de concentration par ordre décroissant de hauteur :

Mo = U1, ZMQ,OL > ZMN,O( .
L’estimée de la proposition s’obtient par récurrence sur k£ en montrant
successivement que les estimées suivantes ont lieu :
1o () — uo (z)]

k —2
SC<Z Bio () + ) ( min (2, 2i0) + u))) + a ol -
i=1

i=k-+1,...,N
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Il faut remarquer que cette estimée pour k = 1 est exactement celle de
la proposition 3.2 et que, pour k& = n, nous obtenons l'estimée désirée.
Comme dans la sous-section précédente, le cas ug # 0 est techniquement
plus délicat que le cas ou la limite faible est nulle. Mais méme dans ce
cas, des difficultés apparaissent. L’idée naturelle est d’imiter la preuve de
P’estimée pour k = 1 pour passer de k a k + 1, i.e. passer par des estimées
& € prés grace au principe du maximum et au point (d) de la proposi-
tion 3.1 en choisissant des fonctions-tests adéquates puis d’utiliser la for-
mule de représentation de Green pour passer a l'estimée avec ¢ = 0. Ce
schéma fonctionne a quelques modifications d’importance pres. Il est quasi-
impossible de trouver les bonnes fonctions-tests qui donnent I'estimée a e
pres attendue. Le principe du maximum ne donne qu’une estimée a e pres a
priori moins bonne que celle voulue. La formule de représentation de Green
donne alors une estimée (avec € = 0) un peu moins bonne que celle voulue
(en gros, pg+1,o est remplacée par une quantité un peu plus grande). Il
faut donc une étape supplémentaire pour montrer que cette quantité peut
étre en fait prise égale & fi341,o. Ce raisonnement par récurrence sur les
points de concentration constitue le coeur de la preuve (et sa partie la plus
longue et technique). Méme si, par rapport a [42], elle a été légérement
simplifiée dans [41]19, il parait illusoire d’espérer la résumer en quelques
pages. Nous renvoyons donc a [42] et [41] pour la preuve.

3.1.4 Asymptotique précise

Une fois I'estimée optimale par au-dessus obtenue, I’asymptotique préci-
se du théoreme 3.1 est relativement simple a obtenir. Il suffit d’écrire avec
la formule de représentation de Green que

n+2 n+2

Un (Ta) — g (za) = /Mg (T, ) (ua(x)nfz - uo(x)m) dvy(x)

+ [ G @a ) (ho(z) = ha(w)) (@) dvg ()

pour toute suite (x,) de points de M ou G est la fonction de Green de
lopérateur Ay + hg et d’estimer les différents termes grace a la proposition
3.3 et au point (b) de la proposition 3.1. Nous ne le ferons pas dans ce texte
et renvoyons & [42] pour les détails.

10. En particulier, [42] contenait une hiérarchisation plus compliquée des points de
concentration (en construisant un arbre généalogique de bulles, ol les descendants d’une
bulle étaient les bulles qui se trouvaient au-dessus de celle-ci) dont [41] se passe en grande
partie.
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3.1.5 Conclusion

Résumons brievement cette preuve. Tout d’abord, il faut trouver un bon
changement d’échelle, une bonne renormalisation de la suite de fonctions
au voisinage d’un point ou elle explose, et ce afin d’obtenir un profil limite.
L’étape suivante consiste a trouver une estimée ponctuelle invariante par ce
méme changement d’échelle qui va permettre de détecter, en deux temps,
I’ensemble des points de concentration. La partie la plus longue et la plus
technique de la preuve consiste ensuite en la transformation de l’estimée
ponctuelle faible en estimée ponctuelle forte. Méme si les outils (principe
du maximum et fonction de Green) sont simples & décrire, leur agencement
n’est pas évident a cause de 'imbrication des bulles les unes dans les autres.

Le théoreme 3.1 donne donc une description précise dans I'espace C° de
toute suite de solutions d’équations de type Yamabe qui explose. Il est a
ce point de vue optimal. Il resterait bien entendu a comprendre de quelles
fagons les diverses bulles peuvent interagir en fonction du potentiel h,,, de
la géométrie de la variété et de la dimension. Ceci sera l'objet de la section
3.3.

3.2 Et si 'opérateur a un noyau ?

A titre de remarque, '’hypothese que 'opérateur limite Ay + h ait un
noyau trivial est nécessaire pour obtenir la description ponctuelle du théo-
réme 3.1. En effet, comme démontré dans Pappendice B de [42], si une
suite (uq) de solutions strictement positives de

n+2

n—2

Agua + hotia = us
avec ho, — ho dans C%" (M) vérifie
N 2
Ug (To) = (1+0(1))u0 (xa)—kZ(l—Fo(l))Bi,a (4)+0 <<_maXN Mi,a) 2)
i=1 o

pour toute suite de points (z, ), alors Popérateur A, + hg est coercif et en
particulier a un noyau trivial.

3.3 Rayons d’influence des bulles
La notion essentielle pour obtenir des informations sur les configurations

de bulles possibles et démontrer le théoreme 2.1 est celle de rayon d’in-
fluence d’une bulle. Etant donné 1 < i < N, le rayon d’influence de la
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i-eme bulle est défini par

. M, 2 . _
]Helbﬂ M;,Z dg (xi,ou xj,a) + Miallj,a siug =0
Tiao =
. . M, 2 .
min § min \/ e dg (xi,ou xj,oz) + i, albg a5 A/ /f"i,(x} SI Ug ?_é 0
JEA \| j o
ou
-Ai = {1 S] SN)]#th Hi,o :O(/’Lj,oc)} .
Evidemment, si A; = (0 et ug = 0, nous poserons r; o, = %ig (M) par

exemple. Derriere cette définition d’apparence compliquée se cache en fait
une idée simple : r; , doit étre vu comme le rayon de la boule de centre
z; o dans laquelle la bulle B; ,, est dominante dans la décomposition (2.4),
excepté que doivent étre oubliées les bulles qui sont beaucoup plus hautes
qu’elle . Les rayons d’influence de différentes bulles sont représentés sur
la figure 6, page 54.

11. C’est le sens de la restriction j € A;. De toutes fagons, ces bulles qui sont beaucoup
plus hautes, si jamais elles étaient centrées dans la boule de centre z; o et de rayon r; «,
ne seraient beaucoup plus hautes que B; o que sur une boule de rayon négligeable devant

Tia-
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Fig. 6 : rayons d’influence des bulles.

Pourquoi s’intéresser au rayon d’influence d’une bulle 7 Tout simplement
parce que c’est a cette échelle, i.e. a distance de l'ordre de r; , de z; q,
que l'interaction ponctuelle entre cette bulle et une autre (ou ug) est la
plus forte. C’est donc a cette distance que va se produire le recollement
entre cette bulle et une autre bulle (ou ug). Or recoller une bulle sur une
bulle (ou sur une fonction ug) tout en restant solution de I'équation est
nécessairement contraignant. C’est donc en comprenant précisément ce
qui se passe a cette échelle que nous pouvons espérer obtenir de précieuses
informations sur les positions relatives des bulles les unes par rapport aux
autres. Enfin, si le rayon d’influence ne tend pas vers 0, ce qui n’arrive que
lorsque la bulle est 'une des moins hautes et ug = 0, la géométrie de la
variété devrait jouer un role dans le recollement de cette bulle pour donner
une solution globale de I’équation.

En travaillant par récurrence de la bulle la plus haute a la plus basse,
il est possible de démontrer que, pour tout 1 <1 < IV, si r; , — 0 quand
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a — 400,
1 2 Ti, o
h(x;) — ESg (wi) +o(1) | i yIn —= = C;
Hi,a
sin=4et

(1) = 554 (e 00) ) 22" = €

sin > 5 ol C; est une constante strictement positive (qui est explicite et
dépend de 'endroit ol se trouve les autres bulles et de ug). En dimension
3, il est en fait impossible de coller des bulles sur des bulles et r; o, /4 0
quand o — +o00. Nous renvoyouns a [35] pour la preuve de ces estimées sur
les rayons d’influence.

3.4 Preuve du théoréeme 2.1

Ainsi le recollement doit se faire a une distance précise, qui dépend de la
hauteur de la bulle. De plus, il est clair qu’une bulle ne peut étre recollée
sur une autre bulle (ou sur une fonction ug) que si, au centre de la bulle,

2
h(xl) > 4& 1)5 ( )
Mais ceci ne nous donne pas encore le résultat : il est possible de recoller

une bulle sur une autre bulle méme si h > 47; 21)5 C’est la bulle la

plus basse qui, elle, doit absolument se concentrer en un point ot h(x) =
4&77721)59(3:). Il faut la encore distinguer plusieurs cas : cette bulle est

isolée; cette bulle doit se recoller sur une limite faible non-nulle; cette
bulle arrive dans un chapelet de bulles de taille équivalente et de centres
trés rapprochés les uns des autres.

Reprenons ces différents cas. Par bulle isolée, nous signifions ici simple-
ment que ;4 7 0 quand a — +oo. Ceci ne veut pas dire qu'il n’y a
pas des bulles beaucoup plus hautes qui se concentrent au méme endroit
mais cela exclut I'existence d’une limite faible non-nulle et la présence
de bulles de hauteur équivalente se concentrant au méme endroit. Dans ce
cas, la conclusion vient assez directement de ’application d’une identité de
Pohozaev : la bulle doit se concentrer & un endroit ou h(z) = 4(7;21)5' (x)
en dimensions n > 4. La situation en dimension 3 est plus compliquée et
nous ne la discuterons pas ici.

Si la bulle doit se recoller sur une limite faible non-nulle, ie. r; , =
/Hi o, Vestimation sur les rayons d’influence donne une contradiction en
dimensions n = 3, 4, 5 et donne directement que h(z;) = o= 1)5 (x;)
si n > 7. Par contre, a priori, rien ne U'interdit en dimension 6 mais alors
Pestimée des rayons d’influence nous dit, de fagon surprenante, que h(x;) >
4(7; 21)5 (z;). A titre de remarque, 'estimée sur les rayons d’influence
donne r; o > Vlia €t donc la nullité de ug en dimensions 3, 4 et 5, ce qui
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signifie que la suite (u,) ne peut pas développer de points de concentration
si sa limite faible est non-nulle.

Enfin, si cette bulle arrive avec un chapelet de bulles de méme taille qui
se concentrent toutes au méme endroit, c¢’est un argument de balance qui
donne la contradiction. Pour que cela soit possible, il faudrait que chaque
centre de bulle soit le “centre de gravité* des autres centres des bulles du
chapelet pondérées par leur parametre ;. Mais, comme le nombre de
bulles est fini, il y en a toujours une qui se trouve le plus a l'extérieur,
d’ou une contradiction. Bref, cette situation est impossible, quelque soit la
dimension 2. Pour plus de détails, nous renvoyons a [35].

Revenons sur les résultats de analyse contenue dans [35]. Tout d’abord,
il a été démontré qu’une limite faible non-nulle en dimensions n = 3, 4, 5
interdisait tout phénomene de concentration. Dans ces petites dimensions,
il est impossible d’avoir a la fois ug Z 0 et N > 1 dans la décomposition
(2.4). Résultat surprenant sil en est. En dimension 3, et c’est un phénomeéne
du méme ordre, il ne peut y avoir accumulation de bulles : les points de
concentration sont isolés. En effet, la morale de cette histoire est la sui-
vante : plus les dimensions sont petites, plus il est difficile de recoller des
bulles entre elles; plus une bulle est étalée et basse, plus elle est difficile
a recoller a une autre de hauteur donnée. Par “difficile a recoller”, nous
entendons que le recollement doit avoir lieu plus loin du point de concen-
tration. Il suffit maintenant de voir la limite faible non-nulle comme une
bulle de poids 1, i.e. maximalement étalée pour éclairer un peu le premier
résultat a la lumiere du second.

Les résultats du chapitre 2 sont tous des conséquences de cette estimée
sur les rayons d’influence des bulles.

3.5 Et si I’énergie n’est pas bornée ?

Lorsqu’aucune hypothese sur ’énergie n’est faite, une telle théorie asymp-
totique ponctuelle n’est pas connue, pour la simple et bonne raison que
la suite (u,) peut développer une infinité de points de concentration. De
telles suites, solutions d’équations proches de celle considérée ici, ont été
construites par Wei et ses collaborateurs, voir par exemple [99, 100].

Démontrer le théoreme 2.2 utilise une approche différente de celle utilisée
pour la preuve du théoreme 2.1. En effet, des que hg < 4817_721)59, il est
possible de raisonner a partir de la bulle la plus haute et de démontrer
que celle-ci ne peut pas apparaitre. La contradiction vient donc de la bulle
la plus haute. En effet, recoller une bulle sur une autre bulle ou sur une
limite faible non nulle nécessite, en tout cas en dimensions n > 4, d’avoir

12. Ici, 'hypothese d’énergie finie, et sa conséquence qui est que le nombre de bulles
est fini, est cruciale.
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ho > (75 au point de concentration 13 En dimension 3, la situation
est un petit peu différente et les bulles sont necebsalrement isolées. Enfin,
pour recoller une bulle sur la variété, il faut avoir hg = 4(7, 1),9 au point
de concentration en dimensions n > 4 et la masse de la fonction de Green
nulle en ce point en dimension 3. Dans la preuve du théoreme 2.1, c’est la
bulle la plus basse qui donne la contradiction Rien n’interdit de recoller
une bulle sur une bulle lorsque hy > 4(n 1) S,y mais la bulle la plus basse,
qui doit étre recollée soit sur la limite faible, soit sur la variété, ne peut
I'étre que si hg = #:21)59, sauf en dimensions 3 et 6.

Ainsi ces deux approches sont vraiment différentes. Pour démontrer la
compacité dans I’équation de Yamabe, c’est par exemple ’approche sans
borne sur l’énergie qui est utilisée; il faut donc démontrer directement
qu’il est impossible de recoller une bulle sur quoique ce soit. Quand la
contradiction vient de la bulle la plus basse, il semble délicat de la détecter
lorsqu’aucune borne sur ’énergie n’est faite a priori. Mais il est également
extréemement délicat de construire des suites de solutions qui explosent
avec une énergie tendant vers 400, c’est-a-dire développant une infinité de
bulles.

13. Voir les estimations sur les rayons d’influence de la page 55.



Chapitre 4

D’autres équations

Nous allons passer en revue un certain nombre d’équations pour les-
quelles des résultats de stabilité ont été obtenus. Par la méme occasion,
nous allons sur quelques exemples montrer comment la théorie asympto-
tique ponctuelle du chapitre 3 s’adapte a des équations plus compliquées
que I'équation de type Yamabe.

4.1 L’équation d’Einstein-Lichnerowicz

Dans [40], nous avons étudié cette question de stabilité pour les équations
d’Einstein-Lichnerowicz avec champ scalaire sur des variétés riemanniennes
compactes. Ces équations proviennent des équations de contrainte issues
de la théorie de la relativité générale, plus précisément lorsque la gravita-
tion est couplée avec un champ scalaire vérifiant une équation des ondes
non-linéaire (ou linéaire).

Dans la premiere sous-section ci-dessous, nous allons décrire l'origine
de I'équation dont nous étudierons la stabilité dans la sous-section sui-
vante. Nous expliquerons également pourquoi il est intéressant d’obtenir
des résultats de stabilité forte pour cette équation.

4.1.1 Les contraintes dans la théorie d’Einstein avec
champ scalaire

Dans la théorie de la relativité générale, ’espace-temps est décrit par
une variété lorentzienne (X, h) de dimension n + 1. I’équation d’Einstein
relie courbure de cet espace-temps et matiere par

1
Rij - §Sh” - 87rQTM .

o8
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Dans cette équation, R;; est la courbure de Ricci de (X, h), S sa courbure
scalaire et T;; est le tenseur énergie-impulsion de la matiere présente, G
étant la constante gravitationnelle de Newton. La forme du tenseur 7}
reste a déterminer et dépend du modele utilisé pour décrire la matiere.
Toujours est-il que, pour des raisons de conservation de I’énergie, celui-ci
doit étre a divergence nulle, i.e. T, 7 =0, ce qui est d’ailleurs clair pour
des raisons géométriques une fois posée 1'équation d’Einstein ' puisque
(Rij — 35hij)" =0.

Dans une théorie de champ scalaire, le tenseur T dépend de la métrique
h et d'un champ scalaire ¢ : X — R et s’écrit

1
Tij = 0i00p — <2 |V¢|i +V (W) hij

ou V est un potentiel. Comme T est a divergence nulle, le champ ¢ doit
vérifier une équation des ondes

; av

Vo) = — .
W=

Le potentiel dépend de la théorie considérée : pour un champ de Klein-
Gordon massif, V (¢) = imip?; le cas V () = A et 1» = 0 redonne
I’équation d’Einstein dans le vide avec une constante cosmologique. Dans
la suite, nous oublierons la constante physique 87G dans I’équation d’Ein-
stein et celle-ci s’écrira donc dans notre situation

Ry~ 58t = 0wds0 — (31Nl + V@) )by @)

Considérons maintenant une tranche d’espace M, i.e. une hypersurface
(de dimension n) de type espace ? dans X . Ecrivons localement la métrique
sous la forme

h = —N2dt @ dt + ;0" © 67
ou (dt, d@i) est la base duale de la base associée a la tranche d’espace choisie

(eJ_ =1 (% Y (%)) , 8%17 e %). La fonction N est la fonction de

délai, les 37 sont les composantes du vecteur décalage. Ces deux données
dépendent du feuilletage local de X et de la fonction temps choisis. Posons

pour la suite
1 [ OY 0P
- V27 _pgi 27
m=N < ot P axj> '

1. Mais c’est ce qui s’appelle renverser le processus historique puisque c’est entre
autres cette conservation de l’énergie qui a conduit Einstein & ce choix de tenseur
géométrique dans son équation.

2. “de type espace” signifie que la métrique induite de h sur M est définie positive,
i.e. riemannienne.
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En utilisant ’équation d’Einstein pour G, | et I’équation de Gauss, nous
obtenons la contrainte hamiltonienne

OINT2GLy =8, — |K]2 + (try K)? =72 + |VY[|2 +2V (v)  (4.2)

Y

ol S, est la courbure scalaire de la variété riemannienne (M,~y) et K est
la seconde forme fondamentale de la sous-variété M dans X. De I’équation
d’Einstein sur les G et des équations de Codazzi, nous obtenons la
contrainte de moment

—N'GjL =K"= 0; (try K) = w0 . (4.3)

Ces équations dites de contrainte portent sur v, K, 1) et m mais ne contien-
nent pas N et [.

Le reste de 'équation d’Einstein (i.e. portant sur les G;;) donne alors
les équations d’évolution

0K;; m 1
at] =N <R” - 2K7;ij + (tT’,yK) Kij — (911/)3]1/1 + mv (’(/)) ’Y¢j>
(4.4)
« 0 aVv
LN (A + (tryK) 7w — 2 ) + MO Now + L . (4.5)
ot o
Les données v et v évoluent par
o
i Nm+ Lgm
et
0

ot = —QNKZ'j + Eg%-j

grace aux définitions de w et K. Les variables N et 3 sont complétement
libres durant 1’évolution. Cela reflete I'invariance des équations sous ’ac-
tion du groupe des difféfomorphismes.

Dans [26], en s’inspirant de [46] et en s’appuyant sur les travaux de Leray
[66], il est démontré que le systéme d’équations (4.4) et (4.5) est hyperbo-
lique et bien posé?, quitte & faire un bon choix de jauge*. Partant d’une
variété riemannienne (M,v) et de données K, 9 et m sur M satisfaisant
les équations de contrainte (4.2)-(4.3), le systeme d’équations d’évolution
(4.4)-(4.5) admet une solution en temps petit sur M avec les conditions ini-
tiales (v, K, %, m). En d’autres termes, il existe une variété lorentzienne X

3. Pour les équations d’Einstein dans le vide, ce résultat remonte aux années 50 et
au travail de Choquet-Bruhat [46].
4. i.e. de fonctions N et 3.
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vérifiant 1’équation d’Einstein (4.1) telle que M soit une tranche d’espace
dans X, 7 soit la métrique induite sur M par la métrique lorentzienne, K
soit sa seconde forme fondamentale, ¥ et 7 soient les données du champ
et de sa “dérivée temporelle” sur M.

Trouver des solutions des équations de contrainte permet donc de générer
des espaces-temps vérifiant les équations d’Einstein avec champ scalaire.
Comprendre l’ensemble des solutions des équations de contrainte peut
également avoir un intérét puisque ces contraintes sont bien str vérifiées
tout au long de I’évolution. Pour un tres bel article de survol sur ces
équations de contrainte, nous renvoyons & [9]. Y est en particulier ex-
pliquée en détails la méthode dite conforme pour trouver des solutions a
ces équations de contrainte, méthode que nous allons brievement décrire
dans notre situation maintenant.

Les équations de contrainte (4.2)-(4.3) sont sous-déterminées 5. Assez pa-
radoxalement, un bon moyen pour trouver des solutions a ces équations est
de fixer un certain nombre d’inconnues afin de rendre le systeme déterminé
et de tenter de résoudre ce systeme pour les inconnues restantes. C’est 1'ob-
jet de la méthode conforme, initiée par Lichnerowicz [71]. Partons d’une
variété riemannienne (M, g). Considérons comme fixée la classe conforme ©
et cherchons v sous la forme

4
T=9r2g

pour une fonction ¢ réguliere et strictement positive sur M. Puisque les
courbures scalaires de v et de g sont reliées par I’équation

n—2 n—2 n+2
A ———Syp=—=5,p"2
=) T dm— Y
la contrainte hamiltonienne (4.2) devient
s (4n—1) o
p e ﬁAg@ +Sgp) = T+ 2 VY[ 42V ()

o |K|§ — 72

avec -
T = "y” Kij .
La contrainte de moment (4.3) devient quant & elle

4

@ 72 (divg K), —

2 _ _nt2 ;
TPt 2T R Ky =i

5. Il y a n + 1 équations pour n? + n + 2 inconnues.

2
6. Cela élimine déja %"_2 variables.
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Cette deuxieme équation sur K se simplifie en posant
T
K=¢ P+ —@ﬁg
n
avec P sans trace. Elle devient alors

n - 1
ap_%divg (P), = r T+ 7Y, .
n

Celle-ci est encore sous-déterminée. Considérons 7, qui sera la courbure
moyenne de M dans P'espace-temps X, fixé, et posons également *

P=U+L,X

pour U un champ de (2,0)-tenseurs sans trace et a divergence nulle et X
un champ de vecteurs. Ici, £,X est la dérivée de Lie conforme de X, i.c.

2
(’CQX)ij = Xiyj + Xj7¢ - ﬁ (t?’g X) 9ij -
Si U est considérée comme donnée, le nombre d’inconnus devient égal au

nombre d’équations puisque la contrainte de moment devient

n—1

o2 divg (LyX), = ——T; + T, -
n

Nous arrivons donc au systéme suivant :

4(n—1 -1
%Q)Agw + (Sg - ‘VM?) v = <2V () — nTT2 +’7T2> pn—2

_3n=2 2
+%0 n-2 ‘U+£9X|g

et
n—1

divg (L4 X), = ( T+ F¢,i> W%

d’inconnues ¢ et X. Afin de le découpler au maximum, il convient de poser

2n_ _

pour arriver au systeme final :

3n—2

Agp+ ho = foi=s +ap™ 72
(4.6)

n—1

2n_ ~
Ag,conf)( = pr2V1 + 7V

n

7. Tout champ de (2, 0)-tenseurs symétriques sans trace peut se décomposer ainsi.
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avec
n—2 2
b= g (S IVe)
fo= H<QV(¢)—";1T2> ot
—2
a = h(wjtcg)(@rﬁ?).

Etant donnés une variété riemannienne (M, g), des fonctions ¢, 7, 7 sur
M et U un champ de (2,0)-tenseurs sans trace a divergence nulle, si X et
© vérifient le systeme d’équations (4.6), alors les données (M,~), K, ¥ et
T avec

y=pirg m=g et K =@ 2 (U + LgX) + %wﬁg

satisfont les contraintes hamiltonienne (4.2) et de moment (4.3) et consti-
tuent donc des données initiales pour le probleme de Cauchy ®.

Ce systeéme est entierement découplé si 7 est constante®. Dans ce cas,
il suffit de résoudre la seconde équation, ce qui ne pose aucun probleme
puisque 'opérateur Ay cony est elliptique. II faut juste s’assurer que le
noyau de cet opérateur est trivial (ou orthogonal & la donnée 7V1)). Les
éléments du noyau sont des champs de Killing conformes et leur présence
est rare d’apres [10]. Une fois résolue la seconde équation, reste a utiliser X
comme donnée supplémentaire dans la premiere et a trouver une solution
@ a celle-ci.

La méthode principale qui a été utilisée pour résoudre ce systeme (dans
le cas découplé) est la méthode des sur- et sous-solutions. Celle-ci donne des
résultats lorsque la fonction f est strictement négative. Par exemple, dans
[27], il est démontré que la premiére équation de (4.6) admet une solution
des que f <0, a > 0 et 'opérateur Ay +h est coercif. A titre de remarque,
dans le cas découplé, pour les équations d’Einstein dans le vide, i.e. avec
P =0,m=0etV =0, il est completement connu, en fonction des données,
si ’équation admet des solutions ou non (voir Bartnik-Isenberg [9]). Plus
récemment, Hebey-Pacard-Pollack [55] ont utilisé une méthode variation-
nelle pour démontrer des résultats d’existence sur le systeme découplé mais
cette fois en accordant que f soit positive ou change de signe.

8. En particulier, il existe un espace-temps X = (—e,¢) X M vérifiant I’équation
d’Einstein (4.1) avec v la métrique induite sur M, K la seconde forme fondamentale de
M dans X, et donc 7 sa courbure moyenne, v et 7w étant les données du champ et de
sa dérivée temporelle sur la tranche d’espace M.

9. Cette fonction 7 est la courbure moyenne de l’hypersurface M dans son
développement de Cauchy X = M X (—¢;¢).
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Pour le systéeme couplé, presque rien n’est connu. Pour les équations
d’Einstein dans le vide, la seule approche est encore par sur- et sous-
solutions, notions développées pour les systemes dans [60]. Cette approche
a été raffinée par Maxwell dans [78]. Mais il est certain que ces techniques
achopperont sur le signe de la non-linéarité f pour notre systeme (4.6).
Nous sommes pour notre part convaincus que la méthode variationnelle,
couplée avec des résultats de stabilité, devrait donner des résultats dans
le cas couplé. La sous-section suivante peut étre vue comme une premiere
étape vers cet objectif.

4.1.2 Stabilité et instabilité

Soit I’équation de Lichnerowicz de la sous-section précédente, i.e.

3n—2

Agu+ hu = fu% +au” -2 (4.7)

ou h, f et a sont des fonctions régulieres sur une variété riemannienne
compacte de dimension n > 3. Notons, pour 0 < A < 400,

S(/L\J%f = {u € C% (M) solution de (4.7) avec /M un dvy < A} .

Remarquons que &7, » n'est rien d’autre que I'ensemble des solutions de

(4.7). L’équation (47) sera dite stable si pour tous A > 0 et € > 0, il existe
n > 0 tel que

lo = allco +l1h = Hllgo + 1 = lles <0 = di (S¥4 1 Shus) <

ot la distance d; a été définie en (1.1), sectionl.1. Elle sera dite fortement
stable si, de plus, I’ensemble Sé\’h’f est borné dans C? (M) pour tout A > 0.
Nous dirons également que ’équation est globalement fortement stable si
pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

la—a'llco + 1 = Wllco + [1f = f'llce <n = de> (Sep 5, Sathg) <€

et si 'ensemble 79, , est borné dans C? (M). Le résultat que nous avons
démontré dans [40] est le suivant :

Théoréme 4.1. [Druet-Hebey, [40]] Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension 3 < n < 5. Soient a, h et f trois fonctions
réqulieres sur M. Alors

- Uéquation (4.7) est fortement stable dés que a > 0.

- Déquation (4.7) est globalement fortement stable dés que a > 0 et
f>0.
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Un corollaire de ce résultat est qu’en dimensions 3 < n < 5, pour des
choix génériques de fonctions a, h et f avec a > 0 et f > 0, il existe
un nombre pair, éventuellement nul, de solutions a ’équation (4.7). En
particulier, & chaque fois que [55] nous fournit une solution, il en existe
une deuxieme (sauf cas exceptionnel). Un simple argument de théorie du
degré donne ce corollaire a partir du moment ou la forte stabilité globale
est démontrée pour ’ensemble des données considérées.

Il faut remarquer que ’hypothese a > 0 est compatible avec le probleme
des contraintes décrit ci-dessus (il suffit par exemple de prendre 7 > 0)
et que c’est une hypothese cruciale dans ce théoreme '°. Ainsi I’équation
de Lichnerowicz ne pose pas de problemes d’instabilité dans le systeme
(4.6), au moins en petites dimensions. C’est de bon augure pour qui veut
comprendre le systeme couplé.

En dimensions plus grandes que 6, ’équation n’est pas stable sous les
hypotheses du théoréeme 4.1. En effet, nous avons la proposition suivante,
tirée de [40] :

Proposition 4.1. Pour tout n > 6, il existe des variétés riemanniennes
compactes (M, g) de dimension n et des fonctions a et h strictement posi-
tives telles que l’équation

n+2 _3n—=2
Agu+hu =un—2 4 qu™ n-2

ne soit pas stable.

L’effet dimensionnel de ces résultats est a relier avec le fait qu’en dimen-
sions 3 < n < 5, il est impossible pour une suite de solutions d’équation
de type Yamabe d’exploser avec une limite faible non-nulle. Ici le terme
en puissance négative dans I’équation (avec le bon signe de a) assure en
quelque sorte que cette limite faible est non-nulle (méme si, pour 1'oo-
stabilité, il n’est méme pas certain qu’elle existe). Ensuite, la preuve res-
semble dans les deux cas beaucoup plus a une preuve de type “stabilité
globale” que de type “stabilité” (cf. discussion de la section 3.5). En fait,
il est directement démontré qu’aucun point de concentration ne peut ap-
paraitre, sans appel a la bulle la plus basse. L’hypothese sur ’énergie
lorsque f change de signe est la pour éviter des profils de concentration
dégénérés.

4.2 Systemes d’EDP elliptiques

Dans [39], [41] et [43], nous nous sommes intéressés avec Emmanuel
Hebey et Jérome Vétois a cette question de stabilité pour des systemes

10. 11 est impossible d’obtenir un résultat de stabilité sans hypothese sur h et f si a
est autorisé a s’annuler voire a changer de signe.
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d’EDP elliptiques. Ces systémes sont vérifiés par les ondes stationnaires
pour des systémes couplés d’équations de Schrédinger non-linéaires 1t (de
type Gross-Pitaevskii). Ces systémes apparaissent essentiellement dans
deux branches de la physique : dans la théorie de Hartree-Fock des doubles
condensats de Bose-Einstein (cf. [21]), dans I’étude des solitons incohérents
en optique non-linéaire (cf. [4, 28, 58, 59, 61]).

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3.
Pour p > 1 un entier, M, (R) dénote I’espace vectoriel des matrices carrées
symétriques réelles de taille p. Considérons le systeme d’EDP elliptiques

APUY + AU = U3

ot A: M — My (R) est C', U : M ~ RP est une p-fonction, AP est
I'opérateur de Laplace-Beltrami agissant sur les p-fonctions, i.e. le laplacien
agissant ligne a ligne. Reste a spécifier ce que nous entendons par U =8
Deux choix naturels sont possibles. Le premier, étudié dans [39], consiste
a poser, en coordonnées,

(U#2) = il ™=
K

et cela correspond a un systeme faiblement couplé. En effet, dans ce cas, le
couplage entre les lignes n’a lieu que dans le potentiel, par I'intermédiaire
de la matrice de couplage A. C’est le systeme le plus simple a étudier et
nous ne décrirons pas ici les résultats obtenus dans ce cadre dans [39]. Le
deuxieme, étudié dans [41], est beaucoup plus intéressant et correspond a
un systeme fortement couplé. Dans ce deuxieme cas,

n+2

Z/{n—Z = ‘Z/[

_4
n—2 u

ott | .| est la norme [? dans RP?. Ici, le couplage entre les lignes a lieu & la
fois dans le potentiel, par I'intermédiaire de la matrice de couplage A, et
dans la non-linéarité. A partir de maintenant, c’est ce systeéme fortement
couplé que nous considérerons. Il peut donc s’écrire

A+ AU = U7 U (4.8)
ou, en coordonnées,
2
P P n—2
j=1 j=1
pour ¢ = 1,...,p ou les (u;) sont les coordonnées de U et les (A;;) les

entrées de la matrice de couplage A. Nous nous intéresserons dans la suite

11. Une référence assez générale sur ces systémes et leur role en physique est [1].



Chap. 4 D’autres équations 67

a des solutions positives ou nulles de ce systeme o, par & > 0, nous
entendons u; > 0 pour tout ¢ =1,...,p.

Nous mesurerons la stabilité de ce systeme par rapport aux perturba-
tions de la matrice de couplage A. Ainsi, nous dirons que le systeme (4.8)
est A-stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

I = Allgr < = dgi (S35, 8%) <e

o (X,)Y) = sup Jnf [ =Vlc=

les normes C* pour des p-fonctions ou des fonctions de matrices étant les
sommes des normes C* des coordonnées et ol

S = {U solution de (4.8) telle que £ (U) < A} ,

I'énergie £ (U) d’une p-fonction étant définie par

S(u)z/M u

Dire que le systéeme est A-stable revient donc & dire qu’une petite pertur-
bation de la matrice de couplage ne crée pas de solutions d’énergie plus
petite que A loin de toute solution du systéme initial.

Nous définirons comme dans le chapitre 2 la forte stabilité comme étant
la A-stabilité plus la A-compacité pour tout A > 0. Nous nous sommes
attachés dans [41] & trouver des conditions sur la matrice de couplage A
pour que le systeme soit fortement stable. Avant d’énoncer le résultat, nous
avons besoin d’introduire deux hypotheses sur la matrice de couplage A.
La premiere concerne le noyau de I'opérateur Ay + A :

(H) Ker (Ay + A) N L*(M, Vect,. (R?)) = {0}

2n
—2
=2 dug .

ou Vecty (RP) est 'ensemble des vecteurs de RP avec des composantes
positives ou nulles. Pour introduire la seconde hypothéese, notons

n—2

An:A_m

Syld

ol S, est la courbure scalaire de (M, g) et Id est la matrice identité. Pour
x € M, notons Is 4, (») l'espace vectoriel des vecteurs isotropes 12 de A,.
La deuxiéme hypothese est que, pour tout © € M, A, (z) ne doit pas
posséder de sous-espaces stables avec une base orthonormée composée de
vecteurs isotropes a composantes positives ou nulles. En d’autres termes,
nous supposerons que

12. Un vecteur isotrope d’une matrice B est un vecteur X tel que (BX, X) = 0 ol
(., .) est le produit scalaire euclidien de RP.
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(H’) Pour tout x € M et tout k € {1,...,p}, il n'existe pas de famille
orthonormale (e1, ..., ex) de vecteurs dans Is 4, () N Vect, (RP) telle que
l’espace vectoriel engendré par cette famille soit stable par A, .

Le cas k = 1 dans 'hypothese (H’) revient & dire que le noyau de A, (x)
ne possede pas de vecteur non-trivial a composantes positives ou nulles.
L’hypothese (H’) est satisfaite dans plusieurs situations simples. C’est le
cas par exemple si A, (z) ne posséde pas de vecteurs isotropes, ce qui est
assuré par exemple par une hypothese du type A, (z) définie positive (ou
négative) pour tout € M. Dans le cas p = 2, (H’) est satisfaite des lors
que det A,,(x) > 0 pour tout € M.

Autant Phypothese (H) est analytique de nature, 'hypothese (H’) est elle
algébrique. Elle est d’ailleurs reliée a la structure conforme sous-jacente a
notre systeme. Mais, par rapport a la situation pour les équations de type
Yamabe, elle prend en compte l'interaction entre les lignes 3.

Le résultat est alors le suivant :

Théoréme 4.2. [Druet-Hebey, [41]] Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n > 4, soit p > 1 un entier. Pour toute fonction
A M — M (R) de classe C' satisfaisant les hypothéses (H) et (H’), le
systeme (4.8) est fortement A-stable pour tout A > 0 sin # 6. De plus, il
existe des exemples de variétés de dimension 6 et de fonctions A de classe
C! vérifiant (H) et (H’) pour lesquelles le systéme (4.8) n'est pas fortement
A-stable dés que A est suffisamment grand.

Pour démontrer ce théoreme, il faut : une théorie ponctuelle des défauts
de compacité pour ces systemes couplés, une estimation des rayons d’in-
fluence des bulles (cf. chapitre 3 pour le cas scalaire). Si la preuve de ce
théoreme suit les schémas de preuve de [35] et [42], au prix d’un sérieux
remaniement tout de méme, elle a également bénéficié de quelques travaux
préliminaires sur ces systémes, en particulier [53, 54].

Nous n’allons pas reprendre le schéma de preuve d’un tel résultat mais
juste en pointer les difficultés principales. La premiere, de taille, est I’ab-
sence totale de principe du maximum pour ces systemes. Par exemple,
une composante de U peut parfaitement s’annuler quelque part sans pour
autant étre identiquement nulle. Le principe de comparaison étant essen-
tiel dans la preuve des estimées ponctuelles, cela crée bien entendu des
complications. Nous sommes en fait sauvés par le fait que la somme des
composantes de U vérifie elle un principe du maximum, ce qui permet de
faire passer un certain nombre d’estimées. Reste a travailler pour passer
d’estimées sur les composantes prises dans leur ensemble a des estimées sur

13. L’hypothése pour k = 1 serait I’analogue de ’hypothése du théoreme 2.1. Mais
cette hypothese pour k > 2 est liée au fait que nous regardons ici un systeme d’EDP
elliptiques.



Chap. 4 D’autres équations 69

les composantes individuelles. Cette théorie ponctuelle permet de décrire
une suite de solutions du systeme qui explose en termes de bulles standard
modelées sur les solutions du systeme AU = |U| 72 | dans Pespace entier
R™. Les solutions de ce systeme sont classifiées dans [41] et [43].

Une deuxieme difficulté, certes banale & énoncer mais bien entendu fon-
damentale, est que les composantes de U interagissent. Méme si seule une
composante de U développe un point de concentration quelque part, il est
clair que les autres lignes en seront affectées puisque I’équation qui les régit
va devenir singuliere. Si, de plus, plusieurs composantes développent des
points de concentration, a des échelles différentes, plus ou moins proches
les uns des autres, il est clair que les interactions risquent d’étre difficiles
a comprendre dans le détail, chose nécessaire pour obtenir un résultat de
stabilité digne de ce nom. C’est tout le travail sur les rayons d’influence
qui s’en trouve perturbé et qui demande a étre repris en grande partie.

Pour ce qui est de la forte stabilité globale pour ces systemes, nous avons
obtenu dans [43] un résultat qui est ici le parfait analogue, dans son énoncé,
du théoreme 2.2 :

Théoréme 4.3 (Druet-Hebey-Vétois, [43]). Soit (M, g) une variété rie-
mannienne compacte de dimension n > 3, soit p > 1 un entier. Soit
A: M — M (R) de classe C' telle que

n—2

A(z) < m

Sg(x)Id,

au sens des formes bilinéaires pour tout x € M. En dimension 3, supposons
de plus que A+ A est coercif et que —A est coopératif't. Alors le systéme
(4.8) est globalement fortement stable.

4.3 Stabilité de 'obstruction de Pohozaev

Si I’équation avec croissance de Sobolev critique doit sa gloire en grande
partie au probleme de Yamabe et a I’analyse géométrique, si nombre d’idées
nouvelles dans I'analyse de ces EDP elliptiques avec défaut de compacité
sont issues de ce domaine, il ne faut pas oublier que, des les années 1960, et
parallelement ensuite, les mémes équations ont été étudiées dans I'espace
euclidien. A partir des années 1980, ce domaine, sous I'impulsion du travail
de Brézis et Nirenberg [19], a connu une extension fulgurante.

Nous allons revenir dans cette section sur le phénomene des petites di-
mensions, déja mis en évidence par les travaux d’Aubin [6] en 1976, mais
mis sur le devant de la scéne par Brézis-Nirenberg [19] et Schoen [87].

14. Ceci signifie que A;; < 0 pour tous i # j.
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La rencontre entre les deux domaines sus-cités s’est sans doute faite chez
Trudinger qui découvre l'erreur de Yamabe apres avoir pris connaissance
du travail de Pohozaev. Résoudre 1’équation

Au+ hu = u?
dans un ouvert €2 avec condition de Dirichlet au bord pour A une fonction
réguliere et bornée sur €2 n’est pas difficile tant que q < Z—J_rg En effet,

dans ce cas, il suffit par exemple de résoudre le probleme de minimisation

= inf / (|Vu|2+hu2) dz
u€Hg+1 Jo

olt Hy41 est I'ensemble des fonctions dans H{ (©2), 'espace des fonctions
nulles au bord dont le gradient est dans L2, normalisées telles que

|u|7" dz = 1. Or ce probleme de minimisation est simple & résoudre

car linjection de H} (€2) dans L7 (Q) est compacte tant que ¢ < 2£2.

Une condition suffisante pour le résoudre est tout de méme que la premiere
valeur propre de 'opérateur A + h soit strictement positive. Mais c’est
également une condition nécessaire pour avoir une solution de strictement
positive de I’équation ci-dessus (cf. note page 21). Il suffit ensuite de remar-
quer que le minimum peut étre pris positif ou nul et d’utiliser le principe
du maximum pour trouver une solution strictement positive a 1’équation
ci-dessus. Pour ¢ = Z—fg, tout se corse. En 1965, Pohozaev, dans [83],
démontre que I’équation ci-dessus n’admet pas de solution si h = A > 0,
q > Z—Jjg et Pouvert Q est étoilé. Ce résultat est basé sur l'identité de
Pohozaev. Nous reviendrons sur cette identité un peu plus loin, page 73.
Ainsi, résoudre cette équation des que g = Z—fg ne peut étre simple. Ce
probleme a connu un certain nombre de développements avant les années
80, essentiellement dans le cadre des problemes de Yamabe et de courbure
scalaire prescrite. Les contributions importantes sont celles de Trudinger
[97], Aubin [6], Kazdan-Warner [62, 63]. Citons également celle de Schoen
[87] au début des années 80. Dans le monde euclidien, une contribution
importante, qui contribua & la publicisation de ces questions, fut celle de
Brézis et Nirenberg [19].

Dans [19], Brézis et Nirenberg s’intéressent a 'existence de solutions
minimisantes (donc positives) de I’équation

Au—i—)\u:u%3 dans Q, u = 0 sur 9f)

ou {2 est un ouvert lisse borné de R™. Une solution est dite minimisante si
elle atteint le minimum de la fonctionnelle

J(u) = /Q (\Vu|2 + )\uz) dx
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sur I'ensemble H des fonctions de H} () vérifiant / |u|% dx = 1. No-
Q

tons

=

11 est facile de voir grace & un calcul de fonctions-tests dit & Aubin [7] que
p<K(n,2)7"

ou K (n,2) est la meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev eucli-
dienne. Il est également bien connu depuis [6] et méme [97] que Uinfimum
ci-dessus est atteint des que u < K (n,2)7% si A > —A; (Q), la premiere
valeur propre du laplacien sur €2 avec condition de Dirichlet au bord. En
dimensions n > 4, en utilisant les fonctions-tests d’Aubin [6], Brezis et
Nirenberg démontrent que pu < K(n,2)"2 si et seulement si A < 0. De
plus, une solution minimisante n’existe que si —A; (2) < A < 0. En effet,
son existence pour A > 0 donnerait une fonction extrémale pour I'inégalité
de Sobolev euclidienne sur tout l'espace (en I’étendant par 0 en-dehors de
Q) ; or celles-ci sont connues et ne sont pas & support compact. Ainsi, en
dimensions n > 4, lexistence d’une solution minimisante est équivalente
au fait que p < K(n,2)~2, lui-méme équivalent a A < 0. Pour ce qui est
de T'existence de solutions non-minimisantes, le résultat de Pohozaev [83]
nous dit que, si 'ouvert €2 est étoilé, il ne peut pas exister de solutions des
que A > 0. Ceci regle intégralement la question de I'existence de solutions
au probleme ci-dessus dans le cas étoilé. Si €2 est un ouvert non étoilé,
la situation devient plus complexe, en ce qui concerne les solutions non-
minimisantes. Il peut en exister pour A > 0 : c’est le cas sur les anneaux,
cf. [62], ou sur des ouverts qui y ressemblent, cf. [29], et plus généralement
sur tous les domaines ayant une topologie non triviale, cf. [8].

Revenons au probleme des solutions minimisantes. Il n’est pas difficile
d’étendre le résultat ci-dessus a I’équation

Au+ hu=u+? dans Q, u =0 sur 0N (4.9)

ou € est un ouvert lisse borné de R™ et h € C*> (Q2) N L*> (). Remar-
quons que l'existence d’une solution & ce probleme entraine la coercivité
de l'opérateur A, + h, i.e. la positivité de la premiere valeur propre de cet
opérateur sur 2 avec condition de Dirichlet au bord. Posons

. 2 2
,uh—ulgfi/QOVM +hu)dm.

Encore une fois, il est clair que pup, < K (n,2)72 et Brezis et Nirenberg
[19] démontrent donc que les trois assertions suivantes sont équivalentes
en dimensions n > 4 :
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(a) Il existe x €  tel que h(z) < 0.
(b) < K(n,2)~2.

(c) pp est atteint par une fonction strictement positive solution minimi-
sante de (4.9).

Mais le plus intéressant du travail de Brezis et Nirenberg reste la mise en
lumiere d’'un phénomene dimensionnel. En dimension 3, la situation change
drastiquement. Ils démontrérent qu’en dimension 3, il existe A* () €
(=1 (22),0) tel que les propositions suivantes soient vraies :

-y = K(3,2)71 pour A > \* ().
-y < K(3,2)71 pour A < A* ().
- px n’est pas atteint pour A > A* ().

Cela pose évidemment la question de la caractérisation de ce A* (Q2) et
également de l'existence d’une solution minimisante pour A = A\* (). Dans
le cas de la boule unité B de R?, Brezis et Nirenberg ont démontré que
M (B) = =11 (B) et que puy(p) n'est pas atteint.

Dans [34], nous avions répondu & ces deux questions dans le cadre plus
général de I’équation (4.9). Sur © un ouvert borné lisse de R?, étant donnée
une fonction h € C (2) N L (Q) telle que Popérateur A + h soit coercif,
nous noterons Gy, : 2 x Q — R sa fonction de Green avec condition de
Dirichlet au bord. Cette fonction est symétrique, réguliere en-dehors de la
diagonale, positive, et vérifie au sens des distributions

pour tout € Q et Gy (z,y) = 0si & € Q et y € IN. Cette fonction de
Green admet le développement limité

Gh (v,y) = + M, (x) + o(1)

w2 |:177y|

pour y proche de z. La constante M, (z) est appelée la masse de la fonction
de Green au point z. Nous avions démontré dans [34] que les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) 1l existe x € € tel que My (x) > 0.

(b) pn < K(3,2)L.

(¢) pp est atteint par une fonction strictement positive solution minimi-
sante de (4.9).

Ainsi la question de 'existence de solutions minimisantes est parfaite-
ment bien comprise en dimension 3 également.

Dans [44], nous avons tenté avec Paul Laurain de creuser un peu plus ce
phénomene de petites dimensions en étudiant la stabilité de 1’obstruction
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de Pohozaev en dimension 3. Considérons une solution de 1’équation (4.9).
Multiplier cette équation par x'0;u et intégrer par parties mene a la célebre
identité de Pohozaev :

/ (h + lmiaih) u?dr = _1/ (z,v) (8yu)2 do . (4.10)
o 2 2 Joa

Cette identité ne sort pas de nulle part. L’idée de départ est que I’équation

Au = un—2 est invariante par le changement d’échelle uy = A"z u (\x).
n+2

Ceci signifie que tous les uy vérifient 'équation Auy = uy~*. Différentier

cette équation en A = 1 nous donne une solution de 1’équation linéarisée :

n+2

n—2

la fonction v = z*dpu + "T_Qu vérifie Av = w2y, En fait, I’équation
linéarisée admet d’autres solutions'® liées & I'invariance de 'équation par
toute translation en espace. Ces autres solutions meneraient a d’autres
identités de Pohozaev, toutefois moins intéressantes pour notre propos.
Voyons en quoi cette remarque mene a l’identité de Pohozaev. Etant donnée
une solution u de I'équation (4.9), la fonction v = z*9pu + 2;2u sera
presque solution de 1’équation linéarisée, le presque étant du a la présence
d’un bord et a celle d’un potentiel h. Tester I’équation (4.9) contre la fonc-
tion v devrait donc relier quelques quantités contenant des termes de bord
et la fonction h. En effet, v vérifie I’équation

n+2

A hv =
v+ hv -

Ty (xkakh + 2h) u .
Multiplions 'équation (4.9) par v et intégrons par parties. En utilisant le

fait que
/ wiEyde =0 ,
Q

. AN . . _2n_
ce qui est fondamentalement da a invariance de la norme L»-2 par le
changement d’échelle ci-dessus, nous obtenons

0 = /(Au—i—hu)vdm
Q
= —/ v@,,uda—i—/(Av—i—hv)udm
19} Q

= —/ (z,v) (Bu)* do —/ (mkakh +2h) u?dz
a0

Q

ce qui n’est rien d’autre que (4.10).

15. Pour une étude complete de cette équation linéarisée sur l'espace entier, cf.
Bianchi-Egnell [13].
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Gréce & (4.10), 'équation (4.9) ne peut avoir de solutions non-triviales
des que Q est étoilé par rapport a l'origine '¢ et que

1 .
h+ 5ah 0. (4.11)

C’est ce qui est appelé 'obstruction de Pohozaev.

Par contre, des que 2 n’est plus étoilé ou que h ne vérifie plus cette
condition, il est possible d’obtenir des résultats d’existence dont il est illu-
soire d’espérer donner une liste !7.

Nous allons ici nous intéresser a la stabilité de I’obstruction de Pohozaev.
Partant d’'un domaine étoilé Q et d’une fonction h vérifiant (4.11), nous
voulons savoir si la propriété “il n’existe pas de solutions non-triviales au
probleme (4.9)” est stable par perturbation. Nous ne considérerons que des
perturbations de la fonction h mais il serait tout-a-fait plausible de faire
le méme travail pour des perturbations du domaine 2. Voici ce que nous
entendons exactement par stabilité de ’obstruction de Pohozaev :

Définition 4.1. Soit Q un domaine étoilé (par rapport & 0) de R™, soit
(X, ||.]lx) un espace de Banach de fonctions sur . Soit hg € X N C* (Q)
une fonction vérifiant (4.11). Nous dirons que l’obstruction de PohoZaev
est X -stable en (ho, Q) s’il existe 0 (hg, 2, X) > 0 tel que pour toute fonc-
tion h € X avec ||h — hollx <0 (ho,$% X), la seule solution C?* de (4.9)
est la solution triviale.

Nous dirons que [’obstruction de PohoZaev est X -stable si elle est X -
stable en (hg, Q) pour tout domaine Q0 étoilé et toute fonction hg € X N
Ct (Q) vérifiant (4.11).

Evidemment, la propriété (4.11) n’est elle pas stable sous des perturba-
tions C* de h, ce qui rend la question de la stabilité de 'obstruction de
Pohozaev intéressante. En dimensions n > 4, 'obstruction de Pohozaev
n’est X-stable pour aucun X raisonnable. En effet, toute perturbation
de hg = 0, qui vérifie (4.11), qui sera négative quelque part conduira &
Iexistence d’une solution minimisante, non-triviale, de (4.9) en dimensions
n > 4 (cf. discussion ci-dessus) '®. Par contre, en dimension 3, le cas des
solutions minimisantes peut laisser espérer une certaine stabilité de I’'obs-
truction de Pohozaev. Nous avons obtenu dans [44] le résultat suivant, qui,
a nos yeux, est une excellente illustration de ce phénomene dimensionnel :

16. ou par rapport & n’importe quel point a condition de modifier de maniére adéquate
la condition (4.11), puisque le probleme est invariant par translation.

17. Ce probleme a fait 'objet d’une myriade de travaux dans les 20 derniéres années.

18. Nous ne disons rien sur la X-stabilité en un couple précis (h,2) en dimensions
n > 4. Il pourrait étre intéressant de voir si ’obstruction de Pohozaev peut étre stable
en dimensions n > 4 autour de certaines fonctions h, dans les cas ou ce n’est pas trivial,
voire de caractériser ces fonctions h.
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Théoréme 4.4. [Druet-Laurain, [44]] L obstruction de PohoZaev est C"-
stable pour tout 1 > 0 en dimension 3. En d’autres termes, étant donnés
n >0, Q un domaine de R? étoilé par rapport & lorigine, et une fonction
ho € CY(Q) vérifiant (4.11), il existe § (n,Q, ho) > 0 tel que pour toute
fonction h € C%"(Q), si ||h— hollco.n(qy < 6, le probléme (4.9) n’admet
pas de solutions non triviales.

Une conséquence de ce résultat en dimension 3 est la suivante : si (2
est un domaine étoilé de R3, il existe une constante A (2) < 0 telle que
I'équation (4.9) ne possede pas de solutions non-triviales avec h = A des
lors que A > X (). Cette situation est clairement différente de ce qui se
passe pour certains domaines non-étoilés, en particulier les domaines a
trous (cf. [8]).

Dans [20], Brezis et Willem ont étudié cette question dans le cas de
la boule unité pour des fonctions radiales. Notons LP (B) Iensemble des
fonctions radiales qui sont dans L? (B). Il est démontré dans [20] que I'obs-
truction de Pohozaev est L°-stable dans la boule unité de R?® pour toute
fonction h € L (B) N C!' (B). Dans [20], la question était explicitement
posée d’une extension de ce résultat au cas non-radial. Si notre résultat
fournit une réponse a cette question, le probleme se révele plus subtil que
prévu dans le cas non-radial puisque 'identité de Pohozaev n’est jamais
L*>-stable :

Théoreme 4.5. [Druet-Laurain, [44]] L ’obstruction de PohoZaev n’est ja-
mais L™-stable. En d’autres termes, étant donnés un domaine 0 de R3
étoilé par rapport a lorigine et une fonction hg € L (Q)NCY (Q) satisfai-
sant (4.11), pour tout € > 0, il existe une fonction h, € C* (Q) N L™ (Q)
telle que ||he — hoHLoo(Q) < ¢ et une fonction u. de classe C* strictement
positive vérifiant

Au, + heue = ug dans €

et ue = 0 sur 0.

Ainsi la L9°-stabilité est spécifique au cas radial. En fait, le résultat n’est
pas di tant a la symétrie radiale qu’a une de ses conséquences en dimension
3 qui est qu’une suite de solutions de perturbations de I’équation (4.9) qui
sont radiales ne peut développer qu'un point de concentration (en 0) si
elle n’est pas compacte. De plus, grace aux techniques d’EDP utilisées, a
comparer aux techniques d’EDO de [20], nous pouvons raffiner le résultat
dans le cas radial :

Théoreme 4.6. [Druet-Laurain, [44]] L obstruction de PohoZaev est LP-
stable dans la boule unité de R® pour tout p > 3 mais n'est pas L3-stable.

Cet ensemble de résultats dresse un tableau complet de la stabilité
de 'obstruction de Pohozaev en dimension 3. Une question extrémement
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intéressante et difficile est de savoir si ces résultats s’étendent au cas des
solutions qui changent de signe. L’obstruction de Pohozaev, elle, s’étend a
ce cadre. Cette question est tres subtile a cause de la variété de solutions
qui changent de signe & I’équation-modele Au = u® dans R3. En parti-
culier, le monde des “bulles-standard” s’agrandit considérablement dans
ce cadre. Une simple question, peut-étre plus abordable, est la suivante :
existe-t-il des solutions qui changent de signe & I’équation (4.9) sur la boule
unité de R? pour —i/\l (B) < A < 0 alors qu’il n’en existe pas dés que
A > 0 et qu’il n’en existe pas de positives dans cet intervalle (voir [17] et
[19]) 7

Disons quelques mots rapides sur la preuve de ces résultats. Démontrer
que 'obstruction de Pohozaev est stable en hg revient a démontrer que
Iéquation (4.9) est stable avec h = hg. Considérons la démonstration du
théoreme 4.4. En raisonnant par I’absurde, cela revient a démontrer que
I'existence d’une suite de solutions u. aux équations

Aug + heue = u? dans Q, u. > 0 dans 2, u. = 0 sur 992

avec he — hg dans C%" (Q) quand ¢ — 0 meéne & une contradiction. Or,
I’équation-limite ne possédant pas de solutions, une telle suite (u.) ne peut
exister que si elle développe un certain nombre de points de concentration.
1l faut démontrer que ces points de concentration sont en nombre fini (ce
qui est classique en dimension 3 des lors qu’ils se situent a l'intérieur de
Pouvert €2 mais qui devient délicat lorsque les points de concentration s’ap-
prochent du bord). Eliminer I’existence de points de concentration au bord
pose probleme car se crée un point de concentration artificiel a I'extérieur
du domaine (par “symétrie orthogonale”) qui a tendance & compenser ef-
fet des autres points de concentration et donc de rendre le recollement
plus plausible. Malgré tout, cela est faisable. Le résultat est donc que la
suite (u.) développe un nombre fini de points de concentration, tous situés
dans l'intérieur de €. En utilisant 'identité de Pohozaev autour de ces
points de concentration, nous obtenons ensuite des relations d’équilibre
entre ces divers points faisant intervenir la fonction de Green de A + hy.
C’est pour obtenir ces relations que la convergence dans C%7 est absolu-
ment nécessaire. S’il n'y a qu’un point, une convergence dans LP, p > 3,
suffit. Ensuite, il faut démontrer que ces relations d’équilibre ne peuvent
pas étre satisfaites, ce qui repose sur une jolie identité de type Pohozaev
sur les fonctions de Green.

La construction des exemples menant a l'instabilité est quant a elle
extréemement délicate puisque le résultat est précis. La suite de fonctions
(he) doit converger dans L mais dans aucun C°7. Il faut remarquer
que notre construction est explicite. Etant donnée la fonction hg, nous
pouvons donner une suite (h) explicite, en termes de fonction de Green
de Dopérateur A + hg, qui converge dans L°° vers hg et pour laquelle
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léquation (4.9) a toujours des solutions. En fait, nous démontrons que,
sur tout ouvert borné régulier © de R3, I’ensemble des fonctions h pour
lesquelles 1'équation (4.9) admet une solution non triviale est L>°-dense
dans l'espace des fonctions pour lesquelles I'opérateur A + h est coercif.

4.4 Des équations d’ordre 4

Nous allons donner une premiere illustration, particulierement simple,
de la puissance de la méthode ponctuelle quand il s’agit de quantifier les
niveaux d’énergie auxquels des défauts de compacité peuvent se produire.
Nous allons nous intéresser a des équations d’ordre 4 issues de la géométrie
conforme (au sens ou les équations d’ordre 2 du chapitre 2 I’étaient).

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension 4. Considé-
rons sur celle-ci I’équation d’ordre 4 avec non-linéarité exponentielle :

Aéu — divg (Adu) +b = fe*

ou b et f sont deux fonctions régulieres sur M et A est un champ de
(2,0)-tenseurs symétriques. Cette équation est modelée sur I’équation de
Q-courbure, équation de prescription de la @-courbure dans une classe
conforme qui est en dimension 4 ’analogue de I’équation de prescription
de la courbure scalaire'® en dimension 2. La Q-courbure a fait 1’objet
de nombreux travaux ces dernieres années. Nous renvoyons sur ce sujet a
Particle de survol [23] et aux références qui y sont contenues (voir aussi
[76)).

Considérons maintenant une suite (u,,) de solutions de
A?ua — divg (Aadug) + by = fae"® (4.12)

ot les suites (b ), (fa) et (A,) convergent vers des objets de méme nature
bo, fo et Ag, en topologie C2 - pour fixer les idées mais ce n’est pas optimal.
Supposons que la suite (u,) explose lorsque @ — +00, i.e. sup,, o —
400 quand a — +o00. Le théoreme ci-dessous donne alors un résultat de
quantification d’énergie pour les niveaux d’explosion mais également une
asymptotique relativement précise de la suite (us) et des informations sur
la localisation éventuelle des points de concentration. Avant d’énoncer le
résultat, quelques notations sont nécessaires. Nous noterons Ly = Ag —
divg (Apdu). Nous supposerons dans la suite que son noyau ne contient
que les constantes. Alors sa fonction de Green G est bien définie a une

19. Celle-ci s’écrit, en dimension 2, Agu + Sy = fe®.
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constante pres 20 et peut s’écrire sous la forme

1 1

:71 _—
G(.T,y) 871—2 ndg (x’y)

+ B (x,y)

pour (z,y) € M?, x # y. Ici, la fonction 3 est dans C' (M x M). C’est la
partie réguliere de la fonction de Green G. Posons également

o(z) = /M G () bo (y) du, -

Théoréme 4.7. [Druet-Robert, [45] et Malchiodi [75]] Soit (M,g) une
variété riemannienne de dimension 4. Soit (uy) une suite de solutions de
(4.12) qui explose. Supposons que le noyau de Lo nme contienne que les

fonctions constantes et que la limite fy soit strictement positive. Alors, a
extraction preés d’une sous-suite,

a) (quantification) Il existe N € N* tel que

(a) (quantifi ) q
/ bo dvy = 647°N .
M

(b) (asymptotique) Il existe {x;},_, y tel que

N
1 2
_W/Muadvg—)6477 ZG(mZ,)_QO

i=1

Uq

dans C} (M \ {xi}izl,..‘,N) quand o — +00.

oc

(¢) (localisation) Enfin,

647T2Vyﬁ (25, ;) + 6477 Z VoG (@i, 25) = Vip (31) = _vffo(ﬂ(f)i)
J#i o

pour tout 1 <i < N.

Le point (a) correspond bien & la quantification annoncée. Celle-ci a lieu

sur l'intégrale de by qui correspond également & lirf / fa€" dvg, ce
ox— 100 M

qui joue le role d’énergie ici. Le point (b) donne un comportement asymp-

totique de la suite (u,) loin des points de concentration qui sont d’ailleurs

isolés (il n’y a pas de phénomene de bulles sur bulles pour des non-linéarités

20. Que nous fixons pour la suite, par exemple en demandant que le minimum de la
fonction de Green soit 1. Mais ce choix est arbitraire et le lecteur pourra s’assurer que
les résultats du théoreme 4.7 sont invariants par ajout d’une constante a cette fonction
de Green.
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exponentielles en dimension critique). Le comportement de la suite tout
pres des points de concentration est régi par un profil standard. Il reste-
rait a obtenir un comportement asymptotique dans la zone intermédiaire.
Ceci est partiellement fait - mais de maniere non optimale - au cours de
la preuve de [45]. Le point (c) est une contrainte sur la localisation de ces
différents points de concentration. Il convient de remarquer que seul ce der-
nier point dépend de la fonction fy (hormis le fait qu’elle soit strictement
positive).

Le point (a) donne une condition simple sur l'intégrale de by pour que
I'ensemble des solutions de Iéquation soit borné dans C2 (M). 11 suffit

1
que 612 / by dvg ne soit pas un entier. En particulier, des résultats
™ JM

de compacité pour l’équation de @QQ-courbure prescrite en découlent. Ce
point précis du théoreme a été démontré indépendamment par Malchiodi
[75] et est utilisé de maniére cruciale en combinaison avec des travaux de
Ding-Jost-Li-Wang [32] dans [33] pour obtenir des résultats d’existence de
Q-courbure constante dans une classe conforme donnée (moyennant que
I'intégrale de cette courbure évite un ensemble dénombrable de valeurs).
Les points (b) et (c) sont une premiere étape dans I’analyse des défauts
de compacité lorsque f v ba dvg traverse une des valeurs interdites par le
point (a) et laissent un espoir pour compter 2! précisément le nombre de
solutions de I’équation pour toute fonction by. Sur ce sujet, les travaux de
Chen-Lin [24], voir aussi [72], en dimension 2 sont instructifs et ceux de
[73] en dimension 4 constituent une étape supplémentaire.

Indiquons en quelques étapes comment se démontre un tel résultat.
Tout d’abord, prenons un point de maximum z, de la fonction u,, i.e.
Uq (o) = maxys uq, qui, par hypothese, tend vers +oo quand o — +o0.
Le changement d’échelle adapté - le réglage du microscope - a ce genre
d’équations est bien connu depuis les travaux sur des non-linéarités expo-
nentielles avec le laplacien en dimension 2 : en posant

Vo (T) = ug, (expwa (uax)) — Uq (Ta)

pour z € By (dugt), 0 < & < 3ig(M) fixé avec (uq) une suite de réels

strictement positifs tendant vers 0 lorsque « — 400 définie par
fa (xa)ﬂieua(%) =1,
il est possible de montrer que
vy — V dans C}, (R4) quand o — 400

ou V vérifie I’'équation
AZV =¢Y

21. au sens de la théorie du degré.
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dans R? et V < V(0) = 0. De plus, e € L' (R*). Ceci vient du fait que
( / fae®e dvg> est uniformément bornée?2. A titre de remarque, cette
M

quantité jouant le role d’énergie pour notre équation, il vient gratuitement
que la suite (u,) est d’énergie uniformément bornée. Malheureusement,
ceci ne suffit pas tout-a-fait pour classifier exactement 1’ensemble des so-
lutions de 1’équation-limite ci-dessus. En effet, Lin [74] a démontré que,
moyennant ces informations sur V', soit

£

V(z)=—4ln (1 + 8\/6> :

soit il existe a > 0 tel que A¢V > a sur R%. Ce défaut de classification 23
est essentiellement du a la présence de fonctions dans le noyau de Ag qui
sont majorées sur R* et qui ne sont pas constantes?4. Tout le probleme
est donc d’éliminer la deuxieme possibilité. Ceci peut se faire en utilisant
I’équation vérifiée par u, et plus précisément en écrivant grace a la formule
de représentation de Green que

it [ 18yl d,
Bwa (Rﬂa)

<op? / / 185G (2,9)] (€% (y) + 1) duy(y) dvg ()
2E€Bg, (Rua) JyeM

<C (e (y) +1) (uf /GB " )dg (,9)" dvg(w)> dvg(y)

yeM
< CR?

ou C est une constante indépendante de R et « changeant d’une ligne
a lautre, G, est la fonction de Green de 'opérateur A2 — divy (Aod.),
opérateur qui a un noyau réduit aux constantes pour « grand puisque cette
propriété a lieu a la limite. Ici, il faut utiliser quelques estimées standard
sur la fonction de Green. Un passage a la limite lorsque a« — +o0 donne
alors

/ |AV] dz < CR?
Bo(R)

pour une constante C' indépendante de R. Ceci exclut clairement la deuxie-
me possibilité et nous donne la convergence de v, vers la solution de
I’équation-limite désirée. Ainsi, l'origine de la solution V' nous permet tout

22. ce qui suit d’une simple intégration de l’équation satisfaite par uq.

23. a comparer avec la classification des solutions de I’équation analogue en dimension
2, cf. [25].

24. Ceci est a comparer avec le théoreme de Liouville qui assure que toute fonction
harmonique majorée sur tout ’espace est constante.
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de méme de la caractériser 2°. Il faut remarquer que le point de concentra-
tion ainsi construit transporte un quantum d’énergie puisque

R— 400 a—+0o0

lim  lim fa€ > dvg = / eV dx = 6472 .
B, (Rl’*a) R4

Pour trouver les autres points de concentration, il faut concocter une
estimée ponctuelle invariante par le changement d’échelle ci-dessus. La
quantité

D, (2) = dg (24, )t gt l®)

a cette propriété. En effet,

@, (expxa (ﬂ'am)) = "73|4 fa (xoz)_l eva(x)

et une borne sur @, est équivalente a une borne sur la quantité analogue
construite a partir de v,. En reprenant le schéma de preuve de la section
3.1.3, il est ainsi possible de construire un deuxieéme point de concentration
des que sup,; ®, — 400 quand o — +00, deuxieme point de concentration
qui n’interagit pas au niveau énergétique avec le premier et qui apporte
son quantum d’énergie. Le processus peut ainsi se continuer et est certain
de s’arréter faute d’énergie disponible. En suivant ce schéma de preuve,
le résultat obtenu est le suivant : il existe N € N* et N suites de points
(J:Z-,a)i=17.‘_,N convergentes tels qu’aprés extraction d’une sous-suite, les
assertions suivantes soient vérifiées :

(i) dg(:ri,é,zj,a)

Ki,a

i # j, avec

— +oo quand « — 400 pour tous i,j € {1,..., N},

M?,a = fa (l'i,oz)_l e~ Ue(®ia) 0 quand o — +o0 .

(ii) uq (expmi’a (,ui’ax)) — Uq (Ti,a) — V dans CF, (R*) quand ov— 400

loc

pour tout 1 <7 < N ou V est comme ci-dessus. En conséquence de quoi,

lim  lim fae dv, = 6472
R—+400 a—+0c0 Bmi,a (Rpi.o)

pour tout 1 <i < N.

1=1,...,

4
(iii) La quantité (_minN dg (Tia, 1‘)) ") est uniformément bornée

en a et x.

25. Dans certains cas, il n’est pas possible de s’en sortir comme cela et il faut alors
faire face & une multitude de profils asymptotiques, cf. [86].
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Par effet régularisant des EDPs elliptiques, 1’estimée ponctuelle (iii)

. . o . k
passe aux gradients successifs de u, et la quantité ( mmN dg (zia, a:))
i=1,...,N °

- |V*uql, est uniformément bornée en « et x pour k = 1,2, 3.

Evidemment, cette estimée ponctuelle faible est juste insuffisante pour
conclure que les points de concentration prennent toute 1’énergie par théore-
me de convergence dominée de Lebesgue. I1 faut donc réussir & améliorer un
petit peu cette estimée, au moins dans un voisinage des points de concen-
tration. Le probleme ici est que 'opérateur Ag — divg (Apd.) ne vérifie
pas de principe du maximum. Par contre, estimée ci-dessus sur les gra-
dients donne directement que les fonctions (u,) sont comparables & leurs
moyennes sur les spheres centrées en un point de concentration, tout du
moins au voisinage de celui-ci. Obtenir des estimées sur les fonctions (u, )
revient donc a obtenir des estimées sur leurs moyennes. C’est en gros la
stratégie utilisée dans la suite de la preuve. Nous ne la détaillerons pas
dans ce texte.

Comparée a I’analyse ponctuelle du chapitre 3, celle-ci est infiniment plus
simple. Le résultat de quantification est également plus simple & démontrer
que celui de la section suivante. Il pourrait donc étre intéressant de com-
prendre ce qui se passe si 'opérateur limite A?] — divg (Apd . ) a un noyau.
En particulier, est-ce que le résultat de quantification reste vrai dans ce
cadre? C’est a notre avis une des questions a regarder avant tout sur ce
type d’équations ol 'analyse semble plus simple.

. Ve . ’ 2
4.5 Une non-linéarité en e“

Dans cette section, nous allons illustrer sur un exemple encore plus
frappant le type de résultats totalement inaccessibles par des méthodes
d’énergie qu’il est possible d’obtenir grace a I’approche ponctuelle dévelop-
pée dans le chapitre 3. Nous allons nous placer dans l'espace euclidien
quoique un résultat analogue puisse sans aucun doute étre démontré sur
des espaces non-homogenes puisque la preuve n’utilise les symétries de

’espace euclidien que pour des raisons techniques 26.

Considérons Q un ouvert borné de R? et une équation du type
A¢u = f(z,u) dans Q, u >0 dans Q, u=0sur 09, (4.13)

ou f est une non-linéarité exponentielle critique. Pour fixer les idées, pre-
nons

f(z,t) = h(z)te*™

26. Cette analyse a été étendue au cadre riemannien, dans un cadre d’énergie mini-
male, par Yang dans [102].
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La constante 47 n’est pas tres importante et n’est la que pour des questions
ultérieures de normalisation agréable; le point important est que la non-
linéarité croisse en e"z, ce qui est en quelque sorte la vraie 27 non-linéarité
critique en dimension 2 au vu de linégalité de Trudinger-Moser. Pour
I’exemple de non-linéarité f pris, les solutions de I’équation sont des points
critiques (strictement positifs) de la fonctionnelle

1 1 2
J(u) = §/Q|Vu\2 dx—g/ﬂh(x)e‘lm dx

définie et réguliere (grace a l'inégalité de Trudinger-Moser) sur H} ().
Mais cette fonctionnelle ne satisfait pas la condition de Palais-Smale (glo-
balement) - ceci n’est pas surprenant puisque l'inégalité de Trudinger-
Moser a un aspect critique - et des suites de solutions de 1’équation (4.13)
peuvent développer des phénomenes de concentration.

Cette équation présente de fortes analogies avec I’équation de type Ya-
mabe étudiée au chapitre 3. 11 est donc naturel de se demander s’il est
possible de décrire une suite de solutions de cette équation dans des es-
paces d’énergie, obtenir une quantification des niveaux d’explosion (comme
cela avait été fait par Struwe [94] pour 1’équation de type Yamabe) voire
obtenir des estimées ponctuelles analogues a celles décrites dans le cha-
pitre 3. La théorie ponctuelle pour cette équation semble inaccessible 28
pour l'instant. Par contre, en utilisant certaines idées développées pour la
théorie ponctuelle des équations de type Yamabe, il est possible d’obtenir
des résultats de quantification et une décomposition dans I’espace d’énergie
pour cette équation :

Théoréme 4.8. [Druet, [37]] Soit Q un domaine régulier de R%. Soit (f.)
une suite de fonctions & croissance critique uniforme dans 2. Soit (uy) une
suite de solutions de

Auy = fo (x,uy) dans Q, us >0 dans Q, uy =0 sur 09 .

Supposons que J, (uy) — B quand @ — +oo ot J est la fonctionnelle
d’énergie associée a l’équation, i.e.

u(z)
Jo(u) = %/Q|Vu|2 d:r—/Q /0 fo (z,t) dt | do .

27. Elle est en tout cas “plus critique” et plus difficile & comprendre que la non-
linéarité en e“ qui présente également des défauts de compacité et que nous avons
traité dans le paragraphe précédent avec une équation en bi-laplacien. L’analyse asymp-
totique pour les équations de courbure scalaire prescrite en dimension 2, i.e. avec une
non-linéarité e*, a été tres largement étudiée ces 20 dernieres années. Voici quelques
références sur le sujet : [18, 24, 67]. Le lecteur trouvera une liste plus étoffée dans I’article
de survol de Lin [72].

28. ou, tout du moins, le chemin pour y parvenir est escarpé et semé d’embitiches.
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Alors il existe us, € H} (Q) solution de I'équation-limite Ao = foo (T, U00)
avec condition de Dirichlet au bord, éventuellement nulle, et un entier N
tels que, apres extraction d’une sous-suite,

Enoncé ainsi, ceci est un résultat de quantification des niveaux d’explo-
sion 22 de la suite (u,). En fait, la preuve fournit également une décomposi-
tion de u, dans I'espace H} () en termes de bulles standard mais la des-
cription en est un peu compliquée.

Qu’est-ce qu'une suite de fonctions a croissance critique uniforme dans
Q ? Pour une définition précise, nous renvoyons a [37]. Il suffit de savoir que
cela signifie en gros que f, (z,t) se comporte comme etmt’ pour t grand
uniformément en = et o et que la suite converge vers une limite f. Cette
classe comporte en particulier toutes les suites de fonctions du type

Fo (2,1) = ho (z) Pa(t)e*™

a condition que (h,) soit une suite de fonctions régulieres strictement
positives convergente dans C' et que P, vérifie les propriétés suivantes :
P, est réguliere, impaire et strictement positive des que ¢ > 0 et est a
croissance sous-critique. Une suite convergente de polynémes convient, ou
méme des termes en e!” pour 7 < 2. Pour la discussion qui suit, nous nous
contenterons de prendre des suites de fonctions (f.) indépendantes de la
variable x car cela simplifie beaucoup les notations.

Ce théoreme répond a une question naturelle, au vu de ce qui se passe
pour les équations de type Yamabe, ou pour les équations avec non-linéarité
exponentielle en dimension 2, mais a en fait une histoire assez courte,
faute d’outils disponibles jusqu’a récemment. Adimurthi et Struwe [3] I'ont
démontré dans le cas ou il est certain que N = 1 et ug = 0. Ils font une
hypothese sur # qui rend exclusive I'alternative ug # 0 ou développement
d’un phénomene de concentration et qui interdit également le développe-
ment de plusieurs bulles. De plus, ils se restreignent a une classe tres
spéciale de non-linéarités (f.) (qui, en particulier, ne dépendent pas de
x). Le théoréme ci-dessus répond d’ailleurs & une question explicitement
posée dans [3]. Leur apport essentiel est d’avoir découvert le changement
d’échelle, un peu étrange au premier abord, adapté a la compréhension
du phénomene d’explosion. Par contre, la méthode utilisée étant essen-
tiellement de type énergie, ils étaient contraints de s’arréter a la premiere
bulle. En effet, pour détecter une éventuelle deuxieme bulle, cette méthode
demande de soustraire la premiere bulle a la solution mais, ici, ’équation
vérifiée par cette nouvelle suite change dramatiquement de nature (& cause

29. Comparer a (3.4).
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de la non-linéarité sauvage). Il semblerait de plus, mais c’est un travail &
faire, que ce résultat de quantification soit faux pour des suites de Palais-
Smale. C’est le travail de Adimurthi et Prashanth [2] qui exhibe deux types
de profil asymptotique pour I'explosion de suites de Palais-Smale qui ap-
puie cette intuition. Il devrait en effet étre possible de combiner ces deux
types de profil pour violer la quantification pour des suites de Palais-Smale.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons esquisser la preuve du
théoreme 4.8 en comparant celle-ci a la preuve du théoreme 3.1.

4.5.1 Le premier point de concentration

Dans toute la suite, et pour avoir une bonne idée de ce qui se passe, il
faut penser a une non-linéarité

Folz,t) = te™" .

Quoique tres restrictif, cet exemple est significatif.

Tout d’abord, un simple argument permet de montrer que I'’hypothese
du théoreme “J, (u,) — B quand o« — 400” donne une borne a priori
sur la norme L? du gradient de u,. Ainsi, la suite (u,) est uniformément
bornée dans Hg (Q) et, & extraction d’une sous-suite prés, elle converge
faiblement dans H{} (2) vers une solution u.., éventuellement nulle, de
Péquation-limite. Si jamais la suite (u,) était uniformément bornée dans
L (Q), les plongements compacts de Sobolev donneraient immédiatement
que la convergence est forte (et a méme lieu dans C°) et donc le résultat
de quantification avec N = 0. Nous supposerons donc dorénavant que

Sup U — +0o quand a — 400 .
Q

Prenons un point z, € Q tel que u, (o) = supg ue. L’objectif est de
trouver le changement d’échelle adéquat, i.e. de régler correctement le mi-
croscope, afin de voir ce qui se passe au voisinage de ce point. Soit une
suite (o) de réels strictement positifs convergeant vers 0. Posons

Vo () = Ug (o + o)

définie sur Q, = {z € R” t.q. o + pax € N}. Il est clair qu’a extraction
pres, Q, converge soit vers l'espace R? tout entier - ce qui correspond &
d (x4, Q) > 4 - soit, apres une rotation qui ne change rien au probleme,
d Q

(xa?a ) N RO

vers un demi-espace [Ry, +00) x R - ce qui correspond a
Mo

quand o — +o00. L’équation vérifiée par v, est

Avy = /Jifoc (Utx) .
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La suite (v,) vérifie également v, < v,(0) dans Q. Il faut maintenant
écraser notre suite (v, ). Pour des non-linéarités exponentielles, I’écrasement
ne se fait pas par division par le maximum mais par retranchement de
celui-ci. Ecrivons alors que

A (va - Ua(o)) = Mifa (Ua) .

La seule chance d’obtenir de la convergence est de prendre p,, suffisamment
petit pour que le terme de droite soit uniformément borné. Comme la suite
(fo) est uniformément croissante pour ¢t grand et tend vers +oo lorsque
t — 400, fo (Vo) < fa (va(0)) dans Q, pour « grand. Une premiere idée
pourrait étre de prendre pu? = m. Malheureusement, a cause de la
présence du carré dans I'exponentielle, si jamais (v, — v4(0)) convergeait
avec ce choix de piy, p2 fo (Vo) ne convergerait pas mais se comporterait
comme €870 (0)(va—va(0)) ] est clair qu'un passage & la limite serait ici in-
envisageable. Il faudra donc choisir ;2 < m. Mais alors v, — v4(0)
a tendance a devenir harmonique. Il est d’ailleurs possible de montrer
qu’elle converge, & extraction pres, vers une fonction harmonique négative
ou nulle sur I'espace tout entier3°, valant 0 en 0. D’apres le théoreme de
Liouville, elle converge donc vers 0. Dot I'idée suivante : remultiplier cette
suite (vo, — v4(0)) par un certain A, — —+oo afin de garder de la conver-
gence mais vers une fonction non triviale. Pour résumer, les arguments,
partiellement heuristiques, ci-dessus suggerent de poser

Wo = Ao (ua (Jia =+ ,uax) — U (J?a))

sur €, avec pu? < m et \p — +00 quand o — +oo. Imaginons
un instant que nous soyons dans le meilleur des mondes et que cette suite
converge dans C’looc (RQ) vers une fonction w non triviale. A quelles condi-
tions un passage a la limite dans I’équation

Awg = Aafi2 fa (Ua (Ta) + )‘glwa)

est-il envisageable ? La réponse se lit trés bien sur 'exemple simple f,, (t) =
tetmt? puisque, dans ce cas,

fo (o (20) + A5 wa) = (ua (2a) + A3 wa) oA (ua (@a) FAawa)?
( ( ) ( )) 647rua(a:a)2687rua(a:a))\;1(w+0(1))e4ﬂ_>\;2w2

= (14 0(1)) g (q) €47 (70)” ST (53 (k01

Pour que cette quantité converge lorsque multipliée par A\ u2, le choix
de A\, et p, s'imposent : il faut prendre A\, = 87mu, (zo) et p2 =

30. C’est & ce moment-la qu’est éliminée la convergence de 2, vers un demi-espace,
I’idée essentielle étant que va — v (0) devrait y devenir une fonction harmonique, nulle
en 0, et tendant vers —oo sur le bord de ce demi-espace, ce qui est impossible.
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Ug (20)7 €790 @) = 4 (24) fa (Ua (2a)). Cest en effet un bon choix
et le résultat suivant a lieu : a extraction d’une sous-suite pres, w, =
8TUq (Ta) (ua (o + o) — Uq (xa)) — W dans C?, (RQ) quand o —
400 ou W <0, W £ 0, vérifie

AW = 8re" dans R?

et W(0) = 0. Il reste & montrer que "V € L' (R?), ce qui vient de la borne
sur ’énergie de (uy), pour conclure, grace au théoreme de classification de
Chen et Li [25], que

W(z) = —2In (1 + 7|z|?) .

Ceci donne un premier point de concentration. En particulier, nous avons
Iestimée d’énergie suivante :

li li dzr = Widr=1.
Rirfooairfoo BIO(R“Q)Uafa (’U,a) v Rze .

Il faut remarquer ici que, contrairement au cas des non-linéarités critiques
en puissance en dimensions supérieures, la norme L? du gradient ne se
concentre pas tout-a-fait au méme endroit - et a une vitesse différente -
que lintégrale de uq fo (1o). Globalement, ces deux quantités sont égales
mais, par exemple,

lim Vue|* dz — 0
a——+00 BwQ(RHa)

quand o — +oo pour tout R > 0. En fait, la norme L? du gradient
se concentre sur un anneau autour de z, et de maniere diffuse3'. Une
difficulté non négligeable de la preuve du résultat de quantification est la
détection des vitesses de concentration de cette norme.

4.5.2 Comment trouver d’autres points de concentra-
tion ?

Afin de trouver d’autres points de concentration, et selon I’idée dévelop-
pée dans le chapitre 3, il faut trouver une estimée ponctuelle qui possede les
meémes invariances d’échelle que I’équation. Parler ici d’invariance d’échelle
de I'équation est un léger abus si on pense au changement drastique de la
nature de I’équation apres le changement d’échelle opéré ci-dessus. Mais
I'idée reste la méme. Cette estimée ponctuelle est donnée par la quantité

Po(z) = [za — x|2 Ua () fa (ua(x)) .

31. aucun changement d’échelle par dilatation ne donne quoique ce soit de visible
pour cette norme.
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Pourquoi cette quantité est-elle invariante par le changement d’échelle de
la sous-section précédente 7 C’est un tout petit peu délicat a voir. Le mieux
est de réécrire @, sous la forme

Do () = |0 — 2| ta (@) Aug(z) .

Ainsi,

Do (Ta + paT) palzua (o + pat) Aua (Ta + pat)

_ 2uo¢ (xa + Ua-r)
= |z R —— o) Aw,, ()

ol w, est la fonction renormalisée de la sous-section précédente. Il suffit
Uo (TatHaT)
U (51701)
bornée sur une certaine distance pour admettre que cette estimée est “in-

variante” par le changement d’échelle de la sous-section précédente. Tou-
jours est-il que cette estimée joue le role attendu d’elle puisqu’elle permet
de détecter de nouveaux points de concentration.

ensuite de se convaincre que reste proche de 1 et que w, est

Nous ne reprendrons pas les arguments en détail mais, si sup ®, — +oo
Q

quand o — +00, alors un point de maximum de ®, donne un deuxieme
point de concentration qui apporte sa contribution quantifiée d’énergie et
n’interagit pas avec le précédent (au niveau énergétique). Le processus
peut alors étre continué jusqu’a épuisement, ce qui ne manquera de se pro-
duire puisque énergie totale de la suite (u,) est uniformément bornée.
Cette étape correspond a 'étape de “détection des bulles hautes” dans la
théorie ponctuelle pour les équations de Yamabe. Malheureusement, c’est
un des points faibles de cette preuve de quantification - et aussi ce qui la
rend tres longue - il semble délicat de détecter les “bulles basses” par une
méthode ponctuelle. Nous sommes ainsi contraints de saturer en quelque
sorte le nombre de bulles que nous obtenons artificiellement. Plus claire-
ment, par la méthode ponctuelle ci-dessus, un certain nombre k de suites
(Ti,ar Mia )iy avec les propriétés (a), (b) et (c) énoncées ci-dessous ont
6té trouvées (A extraction d’une sous-suite pres). L'idée est ensuite de sa-
turer le procédé en ajoutant, si elles existent, de nouvelles suites telles que
leur ajout ne viole pas les propriétés (a), (b) et (c) ci-dessous. Et ce jusqu’a
ce que ce soit impossible, ce qui arrivera nécessairement puisque la suite
(un) a une énergie uniformément bornée. Nous arrivons alors au résultat
suivant :

Proposition 4.2. Soit Q un domaine régulier de R?. Soit (f,) une suite
de fonctions a croissance critique uniforme dans 2. Soit (u,) une suite de
solutions de

Aty = fo (T, uq) dans Q, ug >0 dans Q, uq =0 sur 0N .
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On suppose que la suite (uq) est uniformément bornée dans HE (Q) et que
SUpq Ue — +00 quand o — +oo. Alors il existe N € N*, et il existe N
suites de points ($i7a)i:1,...,N telles que, aprés extraction d’une sous-suite,
les assertions suivantes aient lieu :

(a) Pour tous i,j € {1,...,N}, i # j,
li | %ie = Tial _
a—+00 Ni,oz

+00

ot ,u;i = Uq (Tia) fa (ua (xwé)) et (i o — 0 quand o — +o0.
(b) Pour tout 1 <i < N,

87U (Zi0) (Ua (Tisa + HiaT) — Ua (T5,0)) — —2In (1 + 7|z[?)

dans CL, (R*\'S;) quand a — +o0 ol

oc
Si:{ lim xj’a_xi’a,j;éi} .

a—too o

(c) Il existe C' > 0 telle que

i=1,...,

(i v #1) wa(@) S o) < €

pour tout x € Q) et tout «.

De plus, étant donnée une suite de points (xny1,a), il est impossible
d’extraire une sous-suite de la précédente de facon a ce que les trois pro-
priétés ci-dessus aient liew avec les suites (Tia);_q  nyq- Enfin,

U — ug dans Cp,, (Q\'S) quand a — +oo

ot ug est une solution de ’équation-limite, éventuellement nulle, et

S:{ lim xaa,i:l,...,N} .

a——+00

Revenons un instant sur les raisons de l’échec de la méthode ponc-
tuelle pour détecter ces éventuelles bulles basses. Celles-ci correspondent
dans la proposition ci-dessus au cas ou S; # (), ¢’est-a-dire au cas ou les
autres bulles déja trouvées ne sont pas envoyées a l'infini par le change-
ment d’échelle (cf. chapitre 3 pour 'analogue dans le cas des équations
de Yamabe). En général, aprés changement d’échelle sur un tel point de
concentration (qui serait détectable par une méthode ponctuelle comme
dans le cas de I’équation de Yamabe), la suite converge vers une solution
de I’équation

AU = greV
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dans R* privé d’un certain nombre de points - les traces des bulles précéden-
tes. De plus, eV € Lt (R4). Mais cela ne suffit pas pour un résultat d’efface-
ment des singularités éventuelles. En effet, comme démontré par Prajapat
et Tarantello [85], il existe des solutions du probléme ci-dessus qui sont sin-
gulieres. Elles sont données, par exemple en supposant que la singularité
est en 0, par

Lo

Arfz|r (1 + [w[2-)

U, =
et sont solutions au sens faible de I’équation
AeU, = 2mndo + 8meln .

Des que 0 < n < 2, eV € L' (R*) et cette fonction pourrait a priori
apparaitre comme limite de notre suite renormalisée. Rien ne peut éviter
a priori 'apparition de ces solutions ou il faut imaginer que l'interaction
entre les bulles est telle qu'une bulle va jusqu’a influer sur la forme méme
d’une autre bulle, méme dans le rayon d’action du microscope adapté. De
plus, I'énergie portée par ces bulles pourrait étre aussi petite qu'imaginable

puisque
9 _
/ eUndp ==
R2 2

Ainsi, méme en supposant le processus d’extraction de bulles lancé, rien
ne pourrait assurer qu’il s’arréte.

En fait, ces bulles ne peuvent apparaitre, en tout cas lorsque la suite
(uq) est réellement solution de I’équation et pas seulement suite de Palais-
Smale associée a la fonctionnelle correspondante. Mais il faut travailler
un peu plus pour le démontrer. C’est pour cela qu’il faut saturer la pro-
position en ajoutant artificiellement, sans procédé pour les détecter, ces
bulles basses en supposant qu’elles ont la bonne forme. La tache suivante
est de démontrer qu’en effet, toutes les bulles ont été trouvées. C’est par
ailleurs une excellente question, ouverte, que de savoir si ces bulles basses
artificiellement ajoutées peuvent réellement apparaitre. Il semblerait que
cela soit assez compliqué a produire. Sur cette équation, le phénomene de
bulles sur bulles semble peu probable, comme I’est le phénomene de bulles
sur solution faible non-nulle. Mais ceci reste & prouver (ou & contredire).

4.5.3 Toute I’énergie a-t-elle été trouvée ?

Maintenant que l’ensemble des points de concentration probable a été
trouvé (cf. proposition 4.2), il s’agit de montrer qu’en effet, ce sont les seuls,
et qu’il n’y a pas de perte d’énergie entre ces points de concentration pour
arriver au résultat de quantification. Nous serons brefs sur le sujet car
c’est de loin la partie la plus technique et ardue de la preuve. La premiere
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remarque a faire est que I'estimée faible obtenue dans la proposition 4.2 se
transforme en une estimée sur le gradient de u,, : il existe une constante
C > 0 telle que

(l_minN |0 — x|> U () [Vua(z)] < C.

3eeey

La preuve de cette estimée faible sur le gradient n’est pas triviale; elle
requiert un raisonnement par contradiction, une renormalisation adéquate
et quelques arguments sur les fonctions harmoniques. Toujours est-il que
cette estimée nous permet de comparer, au moins dans un voisinage proche
des points de concentration, la fonction wu, a sa moyenne sur les spheres
de centre le point de concentration. Plus précisément, posons

1
Piao = 5 Uq do
2’/TT’ 8B’”i,a (7")

pour 0 < r < minjz; |20 — 2jql et 7 < d(xi,q,00). Tant que 7 est dans
cette région, grace a l'estimée faible sur le gradient,

L Fa(60) < Aga < D ()

pour une certaine constante D > 1 indépendante de «. Une étude de cette
inéquation différentielle ordinaire permet d’obtenir quelques estimées inté-
ressantes sur u, et d’en déduire en particulier qu’aucune énergie n’est
perdue dans cette zone. Une fois que ceci est fait sur tous les points de
concentration, il faut les regrouper par deux ou plus (tous a la méme dis-
tance les uns des autres) puis recommencer en considérant que ce groupe
ne fait qu’un. Ainsi, la combinaison d’une hiérarchisation bien choisie des
points de concentration et d’'une étude d’une inéquation différentielle or-
dinaire permet de conclure que tous les points de concentration ont été
trouvés. En particulier, et c’est le plus difficile, il est démontré qu’au-
cun point de concentration dégénéré ne peut apparaitre. Ensuite, il faut
démontrer qu’aucune énergie n’est perdue entre les points de concentra-
tion. La mise en place rigoureuse de ce vague schéma de preuve est assez
technique et cette seule partie de la preuve court sur quelque 30 pages.

4.5.4 FEt apres?

Cette astuce de passer par les moyennes pour se ramener a l'étude
d’équations (ou d’inéquations) différentielles ordinaires3? est certes jolie
mais elle ne donne pas les estimées optimales que nous sommes en droit

32. déja utilisée dans la section 4.4 et propre aux non-linéarités exponentielles (en
dimension critique).
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d’attendre. Ces estimées sont nécessaires pour qui veut répondre aux ques-
tions assez naturelles qui se posent ici : les points de concentration sont-ils
isolés comme c’est le cas pour les non-linéarités vraiment exponentielles
(cf. section 4.4)? Est-il possible d’avoir un phénomene d’explosion avec
une limite faible non-nulle ? Y a-t-il des non-linéarités fy pour lesquelles il
n’y a pas d’explosion ? Pour toutes ces questions et leur motivation, nous
renvoyons au chapitre 2.

Enfin, une question brulante et intéressante est la suivante : la quantifi-
cation est-elle vraie pour des suites de Palais-Smale ? A notre avis non 33
mais il faudrait une preuve. Ce serait une magnifique illustration, claire
et nette, de la force de la méthode ponctuelle puisque, si la quantifica-
tion n’est pas vraie pour des suites de Palais-Smale, la méthode d’énergie
est nécessairement vouée a 1’échec. Pour l'instant, nous ne pouvons que
constater que celle-ci est inopérante mais une preuve de son inefficacité
serait intéressante.

4.5.5 Avec le bilaplacien ...

Un résultat analogue de quantification a été obtenu par Struwe [95] pour
le bilaplacien avec condition de Navier au bord. Soit  C R* un ouvert
borné régulier. Considérons une suite de fonctions (u,) solutions de

A%y, = )\QuQeQ"i dans Q, uy = Au, = 0 sur 0N . (4.14)

Théoreme 4.9. [Struwe, [95]] Soit (ua) une suite de solutions de (4.14)
avec Ao, — 0 et

/ (Aug)? dz — A
Q

quand o — 400, alors A € 16m2N*.

Remerciements : Je tiens a remercier Nassif Ghoussoub, Emmanuel
Hebey et Michael Struwe pour les discussions intéressantes au cours de
I’élaboration de ce texte.
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33. cf. commentaire page 85.
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