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Simplicité des groupes de

transformations de surfaces

Abed Bounemoura

Abstract. The study of algebraic properties of groups of transformations
of a manifold gives rise to an interplay between different areas of mathe-
matics such as topology, geometry, dynamical systems and foliation theory.
This volume is devoted to the question of simplicity of such groups, and
we will mainly restrict our attention to the case where the manifold is
a surface. In the first chapter, we will show that the identity component
of the group of homeomorphisms of a closed surface is simple. This will
lead us to the case of diffeomorphisms, and in the second chapter, we will
give the complete proof of the Epstein-Herman-Mather-Thurston theorem
stating that the group of C°°-diffeomorphisms isotopic to the identity is
also simple. We will also review the link with classifying spaces for folia-
tions, and a result of Mather showing that the theorem remains true for
C*-diffeomorphisms, provided that k is different from n + 1, where n is
the dimension of the manifold. The last two chapters deal with conserva-
tive homeomorphisms and diffeomorphisms, by which we mean preserving
a measure or a smooth volume or symplectic form. In those cases, there is
a generalized rotation number showing that the associated groups cannot
be simple. For conservative diffeomorphisms, the situation is well unders-
tood thanks to the work of Banyaga, but this is definitely not the case for
conservative homeomorphisms of surfaces, and we will present some open
problems in this direction as well as different attempts to solve them.
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Introduction

Ce mémoire est consacré a la simplicité des groupes d’homéomorphismes
et de difféomorphismes d’une variété compacte, ainsi que de leurs analogues
conservatifs, c’est-a-dire préservant une mesure, une forme volume ou une
forme symplectique. On rappelle qu’un groupe est dit simple s’il ne contient
pas de sous-groupe normal autre que lui-méme et le sous-groupe trivial.
Puisqu’un sous-groupe normal est invariant par conjugaison, on peut s’at-
tendre a ce qu’un tel sous-groupe dans un groupe de transformations ait
un sens dynamique intéressant. Ceci arrive par exemple dans le groupe des
difféomorphismes symplectiques d’une variété compacte isotopes a 'iden-
tité, dont on verra que le sous-groupe engendré par les commutateurs, qui
est toujours normal, est le noyau d’un morphisme de groupes non trivial qui
possede une interprétation dynamique. A 'opposé, les résultats de simpli-
cité, autrement dit de non-existence de sous-groupes normaux, s’obtiennent
souvent en étudiant la dynamique des éléments du groupe. Donnons deux
illustrations de ce fait. La premiere, abstraite, consiste & remarquer que
tous les résultats de simplicité pour les difféomorphismes C'*° utilisent de
maniere essentielle le théoreme de conjugaison locale des difféomorphismes
du tore a des translations, qui est un avatar de la théorie K.A.M. La se-
conde, plus concrete, est une preuve dynamique du fait que le groupe G
des homéomorphismes croissants de R & support compact est simple. Un
argument général, sur lequel nous reviendrons, permet de ramener la sim-
plicité a la perfection, c’est-a-dire & montrer que tout élément de G est un
produit de commutateurs. Maintenant si 'on prend un élément f de G, sa
dynamique est alors entierement décrite par son ensemble de points fixes
Fix(f) et par le sens dans lequel f pousse les points sur chaque composante
connexe du complémentaire de F'iz(f). Cette remarque permet de montrer
facilement que f? est conjugué & f, i.e. il existe un autre élément g de G
tel que f2 = gfg~! ce qui peut s’écrire f = f~1gfg~! = [f~1,g] et donc f
est un commutateur.

Dans ce texte, on décide d’énoncer tous les résultats lorsque la variété
en question est une surface, bien qu’ils soient valables, mais avec parfois
des preuves différentes, en dimension plus grande. La raison de ce choix
est qu’en dimension deux, tout est plus “visuel” mais aussi parce que c’est
dans ce contexte que certains problemes de simplicité subsistent pour les
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homéomorphismes conservatifs. On désignera donc par M, sauf mention
contraire, une surface compacte orientable. En pratique, ce sera la sphere
S?, le tore T? et les surfaces de genre supérieur X, si M est fermée ou le
disque D?, I'anneau A et les surfaces hyperboliques & bord si M est non
fermée. Expliquons maintenant les hypotheses que 'on sera amené a faire
sur les groupes que 1’on va étudier. Pour obtenir des résultats de simplicité,
il est évident qu’il faut commencer par se limiter a la composante connexe
de l'identité, qui se trouve étre exactement ’ensemble des transformations
isotopes a lidentité. Dans le cas a bord, on demandera également aux
transformations de fixer un voisinage du bord. Enfin, on rencontrera natu-
rellement des surfaces non compactes, et pour les mémes raisons, il faudra
se restreindre aux transformations a support compact.

Les groupes non conservatifs sont en général simples. Mentionnons deux
arguments qui seront récurrents dans les preuves. Le premier est une pro-
priété de fragmentation, c’est-a-dire étant donné un recouvrement ouvert
de notre surface, la possibilité de décomposer tout élément du groupe en un
produit d’éléments a support dans ces ouverts. Le second est une propriété
de transitivité de I'action du groupe, sur des points ou sur des disques.
Une utilisation typique de ces arguments est donnée par un théoreme tres
utile d’Epstein (1970) qui nous garantit que si un groupe posséde essen-
tiellement ces deux propriétés, il suffit alors de montrer que ce groupe est
parfait pour en déduire sa simplicité. Dans le premier chapitre, on étudie
les groupes d’homéomorphismes de surface. Le premier résultat obtenu est
un théoréme non publié de Ulam et Von Neumann (1947) qui affirme que
le groupe des homéomorphismes de la sphere préservant l'orientation est
simple (ce théoreme est également cité dans le ”Scottish Book” dans les
années 30 ou il est attribué a Schreier et Ulam). Mais il faut attendre
un théoréme général d’Anderson (1958) ainsi que les travaux de Fisher
(1960) pour obtenir la simplicité du groupe des homéomorphismes isotopes
a l'identité d’une surface M quelconque. C’est alors que Smale posa la
question de ce qu’il en était pour les difféomorphismes, et ce sera le theme
du second chapitre. Dans le cas particulier des difféomorphismes C'*° du
tore isotopes & l'identité, Herman (1973) parvint & prouver la simplicité
de ce groupe grace a un théoreme d’inversion locale dans des espaces de
Fréchet di & Sergeraert (1972) et & l'utilisation du théoreme d’Epstein.
Par des arguments issus de la théorie des espaces classifiants de feuille-
tages, Thurston (1974, non publié) arriva & en déduire la simplicité dans le
cas général. Pour les difféomorphismes de classe C" avec r fini, le théoreme
d’Herman tombe en défaut mais grace a des techniques tres astucieuses,
Mather (1974-1975) réussit a obtenir directement un résultat de simplicité
sous la condition que r soit différent de n+1, n étant la dimension de M. Le
cas ol 7 = n+ 1 reste I'un des grands problemes ouverts. En revanche, Her-
man (1975) montre par un procédé d’approximation que son théoréme reste
valable pour les difféomorphismes analytiques réels. Cependant il semble
bien difficile d’étendre ce résultat a d’autres variétés, le souci majeur étant
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I'impossibilité de fragmenter les difféomorphismes analytiques.

Pour les groupes conservatifs, la situation est completement différente.
En effet, sous la condition que le premier groupe d’homologie de la sur-
face soit non trivial, il existe une notion de vecteur de rotation, que I'on
peut considérer comme une généralisation du nombre de rotation pour les
transformations du cercle, qui donne naissance a un sous-groupe normal
propre. La premiere construction de ce vecteur de rotation remonte pro-
bablement & Schwartzman (1957). Dans un troisieme chapitre, on étudiera
le groupe des difféomorphismes conservatifs, c’est-a-dire préservant un vo-
lume, ou ce qui revient au méme ici, une forme symplectique. On donnera
plusieurs interprétations de cet invariant, en particulier celle du morphisme
de flux de Calabi (1970). De ce point de vue, il apparait que le noyau de
ce morphisme coincide avec les difféomorphismes qui sont associés aux so-
lutions des équations différentielles (non autonomes) de Hamilton, et que
I’on appelle groupe des difféomorphismes hamiltoniens. La question natu-
relle qui se pose est alors la simplicité de ce groupe. Il faut faire ici une
distinction selon que M est fermée ou non fermée. Dans le premier cas, le
groupe est simple d’aprés un théoréeme de Banyaga (1978). On verra que
la preuve de ce résultat consiste a adapter les idées de Herman et Thurs-
ton. Dans le second cas, on peut définir sur ce groupe un second invariant
non trivial, toujours d’apres Calabi, mais dont la signification géométrique
est, en général, moins évidente. Le théoreme de Banyaga s’applique en-
core & ce noyau et on en déduit qu’il est simple. Enfin, dans le dernier
chapitre, on se tournera vers le groupe des homéomorphismes préservant
une mesure de Lebesgue. La construction générale du vecteur de rotation
dans ce contexte est due & Fathi (1980) mais en revanche la question de
la simplicité du noyau demeure ouverte. Cela inclut le cas du groupe des
homéomorphismes de la sphere isotopes a I'identité et préservant I'aire ainsi
que celui du groupe des homéomorphismes du disque préservant laire et
fixant un voisinage du bord. Deux approches ont alors été proposées. La
premiére, que l'on doit indépendamment & Fathi (1980) et & Gambaudo et
Ghys (1997), consiste & obtenir une interprétation plus visuelle du second
invariant de Calabi sur le disque. Malheureusement, cela ne permet pas
de l'étendre aux homéomorphismes. On peut néanmoins définir un sous-
groupe normal d’apres Ghys mais on n’est pas en mesure de décider si c’est
un sous-groupe propre. La seconde, que 'on doit a Miiller et Oh (2007)
et qui est motivée par des questions de dynamique symplectique, consiste
a définir un sous-groupe normal d’“homéomorphismes hamiltoniens” qui
serait un candidat idéal pour montrer que ces groupes ne sont pas simples.
Mais le verdict est le méme qu’avant puisque la question de sa propreté
reste hors de portée pour le moment.






Chapitre 1

Homéomorphismes de
surfaces

Soit M une surface compacte orientable. On désigne par Homeo(M) le
groupe des homéomorphismes de M, et dans le cas & bord, Homeo(M, M)
le groupe des homéomorphismes qui sont l'identité sur un voisinage du
bord. On dit qu'un homéomorphisme h est isotope a l’identité si on peut
le relier & l'identité par un chemin continu d’homéomorphismes (pour la
topologie de la convergence uniforme). Ces homéomorphismes forment un
sous-groupe, que l'on note Homeog(M), et qui de plus est normal dans
Homeo(M). On admet que ce sous-groupe coincide avec la composante
connexe de 'identité de Homeo(M) (ce dernier point est une conséquence
de la contractibilité locale de Homeog(M), voir [HD58]). On définit de
méme le sous-groupe Homeog(M, M), avec la condition que toute I'isoto-
pie soit I'identité sur un voisinage du bord.

Le but de ce chapitre est de prouver la simplicité des groupes Homeoy (M)
et Homeog(M,0M). Les méthodes étant les mémes dans les deux cas, on
ne décrit que le cas sans bord, autrement dit on suppose dorénavant que
notre surface M est fermée. Le plan de la preuve est le suivant : on va
dans un premier temps caractériser le plus petit sous-groupe normal non
trivial de Homeo(M), que I'on baptise Homeo®(M), et montrer sa simpli-
cité puis dans un second temps, on va prouver que ce sous-groupe coincide
avec Homeog(M).

1.1 Simplicité du groupe Homeo"(M)
On se donne une surface fermée M. Le disque unité plan fermé sera noté
D?. Rappelons qu'un disque fermé (resp. ouvert) dans M est une partie

homéomorphe & D? (resp. a l'intérieur de D?). On définit le support d’'un

11



12 Chapitre 1. Homéomorphismes de surfaces

homéomorphisme g par

supp(g) = {z € M|gz # x}.

C’est le plus grand fermé sur lequel g agit effectivement. Notons que la
propriété d’étre a support dans un disque est invariante par conjugaison,
puisque pour tout couple d’homéomorphisme g et h, le support de hgh™*
est 'image par h du support de g, i.e. supp(hgh™) = h(supp(g)). On
en déduit que I'ensemble des homéomorphismes a support dans un disque
engendre un sous-groupe normal de Homeo(M).

Dans tout le chapitre, on fera I’hypothese que nos disques fermés sont
plats au sens suivant : ce sont des images de disques euclidiens fermés inclus
dans I'intérieur de D? par un plongement ¢ : D? — M. Notons Homeo® (M)
le sous-groupe engendré par les homéomorphismes & support dans de tels
disques : ce sera le plus petit sous-groupe normal non trivial de Homeo(M),
dans le sens ou il est contenu dans tout sous-groupe normal non trivial de
Homeo(M), et ce groupe sera simple.

Remarque 1.1.1. Le théoréme de Schoenflies (annexe A) nous assure que
tous les disques fermés en dimension deuz vérifient cette condition de plati-
tude.

On aura besoin du lemme suivant, qui énonce une propriété de transiti-
vité (faible) des disques fermés de M sous 'action de Homeo®(M).

Lemme 1.1.2. §i F et G sont deux disques fermés, alors il existe un
élément f dans Homeo®(M) tel que f(F) soit inclus dans G.

F1a. 1.1 — Choix des disques D} C D; et h;(D;) = Dj}
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Démonstration. M étant connexe, on peut trouver une suite de disques

ouverts V7, ...,V telle que V; soit 'intérieur de F', V; intersecte son voisin
Vigi pour 1 < i < k —1 et Vi est inclus dans l'intérieur de G. Pour un
indice ¢ dans {1,...,k—1}, on va construire un homéomorphisme & support

dans un disque qui envoie V; dans V. On écrit V; = ©i(D;), ou D; est un
disque euclidien fermé inclus dans I'intérieur de D? et ¢; un plongement de
D? dans M. Puisque l'intérieur de V;NV;; 1 est non vide, on choisit un petit
disque euclidien fermé D/ inclus dans D; tel que ¢;(D}) soit contenu dans
lintérieur V; N Vit1. Soit h; un homéomorphisme de D2, qui est I’identité
sur le bord et qui envoie D; sur D} (voir la figure 1.1). L’avantage que
I'on a a utiliser des disques euclidiens est que 'on peut construire expli-
citement un tel homéomorphisme. Soit alors f; ’homéomorphisme défini
par @;h;p; L sur ©;(D?) et qui est I'identité ailleurs. Il est clair que f; ap-
partient & Homeo(M) et envoie V; dans Vi, ;. Ainsi f = fr_1...f1 est
I’homéomorphisme voulu (voir la figure 1.2).

FiG. 1.2 — Construction de f qui envoie F' dans G

O

La preuve du lemme précédent est clairement valide en toute dimension.
Pour une surface M, on peut donner une preuve plus rapide en utilisant le
théoreme de Schoenflies & support compact (on renvoie a ’annexe A pour
un énonce).

En effet, montrons que I'action de Homeo®(M) est transitive sur les
disques fermés. Soient D et D’ deux disques fermés de M, il faut donc
trouver un élément f appartenant & Homeo®(M) tel que f(D) = D'. En
prenant des points x dans D et 2’ dans D’, on peut trouver un disque U
contenant x et 2’ (par exemple, en prenant un chemin entre = et z’ et en
I'épaississant). En utilisant une premiere fois le théoréme de Schoenflies
a support compact (ou une construction explicite), on peut envoyer nos
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disques D et D’ sur des disques autour de z et z’, suffisamment petits
pour qu’ils soient inclus dans U. On se ramene ainsi au cas ou D et D’
sont inclus dans un méme disque ouvert. Il nous reste alors a construire
un homéomorphisme du plan, a support compact, et qui envoie un disque
fermé (non euclidien) sur un autre : ¢’est exactement ce que fait le théoreme
de Schoenflies & support compact.

Le résultat principal de cette section est le suivant. On en déduira faci-
lement les propriétés du groupe Homeo®(M).

Théoréme 1.1.3 (Anderson). Soit h un homéomorphisme de M différent
de lidentité. Pour tout f appartenant a Homeo’(M), f est un produit de
conjugués de h et h=! par des éléments de Homeo®(M).

Remarque 1.1.4. Dans la preuve originale de Anderson ([And58]), on trouve
que f est un produit d’au plus quatre conjuguées. La présentation suivante
est due a Frédéric Le Rouz.

Démonstration. Notons N (h) le sous-groupe normal engendré par h dans
Homeo® (M), il faut donc montrer que N (h) contient Homeo®(M). L’idée
est de prouver que N(h) contient des homéomorphismes de plus en plus
généraux.

On commence par montrer que N(h) contient un homéomorphisme g
particulier. Puisque h est différent de I’identité, on choisit un point z dans
M non fixé par h et un petit disque D centré en z et disjoint de h(D).
Ecrivons D = o(D(0,2)) ot D(0,2) est le disque euclidien du plan centré
en 0 et de rayon 2 et ¢ un plongement tel que ¢(0) = z. Pour n > 0,
définissons une suite de disques emboités D,, = ¢(D(0,27")). Il est facile
de construire explicitement un homéomorphisme ¢ a support dans D tel
que ¥(D,,) = Dy4+1 pour n € N (on fait la construction dans le plan et on
la transporte par ¢). Alors ’homéomorphisme

g = [, h] € N(h)

vérifie g(D,,) = Dp4+1 pour n > 0 et g est & support dans DUh(D) (g est le
produit des homéomorphismes 1 et hyp = h~! qui sont & support disjoints).

Notons A,, = D, \ Dy41, pour n > 0. On montre maintenant que N (h)
contient tous les homéomorphismes & support dans 'anneau A;. En effet,
si ¢ est un tel homéomorphisme, alors ¢ conjugue g & ¢g sur Ag, i.e.

g=0""(dg)¢ sur A
ainsi que sur les itérés négatifs g™ (A4yp), n < 0, puisque ¢ est alors I'identité.

Maintenant, puisque g"(A4g) converge vers x lorsque n tend vers 400, il y
a une unique maniere d’étendre la conjugaison sur

DO = (UnENAn) U {'T}
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Ainsi g et ¢g sont conjugués, donc ¢g € N(g) C N(h) puis ¢ € N(h).
Enfin, si on se donne un homéomorphisme f a support dans un disque
fermé quelconque F', par le lemme 1.1.2 on le conjugue & un homéomorphisme
dont le support est dans 'anneau A7, avec une conjugante appartenant a
Homeo®(M). On obtient bien que N (h) contient Homeo"(M). O

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 1.1.5. Le groupe Homeo®(M) est simple. De plus, c’est le plus
petit sous-groupe normal de Homeo(M).

Démonstration. Soit H un sous-groupe normal non trivial de Homeo®(M),
et h un élément appartenant a H différent de I'identité. Il suffit de prendre
un élément arbitraire f € Homeo®(M) et de I’écrire comme un produit de
conjugués de h et h=! par des éléments de Homeo"(M) pour obtenir que
le groupe Homeo® (M) est inclus dans H. Ainsi Homeo®(M) est un groupe
simple. Pour obtenir la seconde partie de ’énoncé, il suffit d’appliquer le
raisonnement précédent avec cette fois-ci H un sous-groupe normal non

trivial de Homeo(M). O

Exemple 1.1.6 (Le disque D?). Le corollaire précédent nous donne déja
la simplicité du groupe

Homeo(D?,0D?) = Homeo"(D?, 0D?).

On en déduit facilement la simplicité du groupe Homeog(D?, 0D?). En effet,
il suffit de prouver que Homeo(ID? 0D?) est connexe par arcs, et ceci est
une conséquence de I’ “astuce d’Alexzander” : si p € Homeo(D?,0D?), alors

pi(z) = {t; (%) 5? d(g’x) gz;

est un chemin continu dans Homeo(D?,0D?) reliant po =1 a o1 = .

Puisque Homeoy(M) est aussi un sous-groupe normal de Homeo(M),
on a l'inclusion
Homeo® (M) C Homeog(M)

(qui peut également s’obtenir directement par 'astuce d’Alexander). Dans
la section suivante, on va montrer que c’est en fait une égalité.

1.2 Simplicité du groupe Homeoy(M)

Passons maintenant a I’étude du groupe des homéomorphismes de M iso-
topes a l'identité, et démontrons sa simplicité. D’apres la section précédente,
il suffit de montrer que tout élément de Homeoy(M) s’écrit comme pro-
duit d’homéomorphismes a support dans des disques. Commengons par un
exemple simple.
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Exemple 1.2.1 (La sphére S?). On peut décomposer tout homéomorphis-
me de la sphére préservant l'orientation (qui est équivalent ici o élre isotope
a Uidentité) en un produit de deux homéomorphismes a support dans des
disques. L’argument utilise (encore une fois) le théoréme de Schoenflies a
support compact. Prenons f € Homeoo(S?) différent de l'identité, et x dans
S? un point qui ne soit pas fize par f. On se donne un disque fermé D de
S? contenant x et f(x), et un petit disque ouvert D' contenant x, disjoint
de son image et tel que 'union D' U f(D’) soit dans D (voir la figure 1.3).
Par le théoréme de Schoenflies a support compact, la restriction de f a
D’ s’étend en un homéomorphisme g a support dans D qui envoie D’ sur
f(D"). On écrit alors f = g(g~1f), avec g a support dans D et g~'f a
support dans S?\ D’.

SQ

F1G. 1.3 — Simplicité de Homeog(S?)

Dans le cas général, on va en fait obtenir une telle décomposition pour
des disques arbitrairement petits, ce qui va nous donner la propriété de
fragmentation. Commencgons par définir cette notion de maniere formelle,
car on l'utilisera a de nombreuses reprises dans ce texte.

Définition 1.2.2. On dit qu’un sous-groupe G de Homeo(M) a la propriété
de fragmentation si pour tout recouvrement ouvert U = (U;);cr de M et
pour tout élément g appartenant a G, il existe des éléments g1,...g, € G
tels que

et pour 1 <i < n, g; est a support dans un des éléments de U.

On munit Homeo(M) de la topologie de la convergence uniforme, i.e. de
la topologie définie par la distance (compléte)

deo(f,g) = Sup d(f(z),9(z)) + sup d(f M (z), 97 (x))
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ou d est une distance quelconque compatible avec la topologie sur M. Avec
cette topologie, Homeo(M) est un groupe topologique.

Le résultat suivant est dii & Fisher ([Fis60]). Il repose essentiellement
sur le théoreme de Schoenflies ainsi que ses variantes, que 'on expose
brievement dans I'annexe A.

Théoréme 1.2.3 (Fisher). Si M est une surface compacte, alors le groupe
Homeoog(M) posséde la propriété de fragmentation.

Démonstration. Soit U = {Ui,...,Uy} un recouvrement ouvert de M.
Par connexité du groupe Homeog(M), tout élément s’écrit comme un pro-
duit d’éléments arbitrairement proches de I'identité. Il est alors suffisant de
fragmenter un élément f voisin de 'identité.

La surface M étant triangulable, on peut supposer que c’est la réalisation
géométrique d’un 2-complexe simplicial fini 7. Quitte & subdiviser 7', on
peut supposer que chaque triangle est contenu dans 'un des ouverts de U
et qu’il a un diametre petit devant 6, ot d est le minimum des diametres
des éléments de U.

La preuve se décompose alors en deux étapes détaillées ci-dessous. On
commence par rectifier f par un élément u € Homeo?(M) au voisinage
des sommets pour obtenir ¢ = u~!f qui soit 'identité au voisinage des
sommets. Puis on modifie de méme g par un élément v € Homeo"(M) au
voisinage des arétes. On se retrouve alors avec h = v~1'g qui est I'iden-
tité au voisinage du bord de chaque triangle et qui par conséquent les
préserve : il est alors évident que h € Homeo®(M) et donc que f appar-
tient & Homeo?(M). De plus, on obtient une écriture

f=uwvh=ui...upvy...vthy...hy

avec chaque homéomorphisme & support dans 1'un des disques de U (si Pon
a choisi une triangulation suffisamment fine).

(a) Rectification de f le long du 0-squelette.

On se donne un réel positif r (que 'on choisira dans la seconde étape) et
on cherche s > 0 tel que si dpo(f,1) < s, il existe un homéomorphisme g =
u=lf avec u € Homeo®(M), qui soit Iidentité au voisinage des sommets
et tel que dgo(g,1) < r/2.

Précisons quelques notations. On considere T et T2 les premiere et se-
conde subdivisions barycentriques de T (voir la figure 1.4). Notons a1, ..., an
les sommets de T et, pour 1 < i < n, D} et D/ les étoiles fermées de a;
dans T' et T? respectivement (rappelons que 1’étoile fermé d’un sommet
est la réunion de tous les simplexes contenant ce sommet, voir la figure 1.5).
On peut voir les D} et D} comme des voisinages fermés de a;, et on a les
propriétés suivantes : les D/ forment un recouvrement de M et ils ne s’inter-
sectent que le long de leurs bords, D} est inclus dans I'intérieur de D}, et les
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DY sont deux & deux disjoints. Fixons un indice 1 < ¢ < n. On choisit des
disques Dy C D; dans R? centrés & l'origine et des homéomorphismes Vi
de D; sur D} envoyant Dy dans D!. Voici plusieurs remarques (rappelons
que 'on s’est donné un réel r positif).

(i) Par continuité uniforme des ¢;, il existe ' > 0 tel que

d(z,y) <r' = d(gi(z), pi(y)) <r/4

(#4) La version “a4 parameétres” du théoreme de Schoenflies donne s’ > 0
tel quesi f : Dy < Dy est un plongement avec doo(f, 1p,) < &', alors f
admet une extension f: Dy — Dy avec flop, = 1 et deo(f,1p,) <7’

(#41) Par continuité uniforme des p; !, il existe s €]0, /4] tel que

d(z',y') < s = d(p; (), 0, () < &
Prenons donc f un élément de Homeo(M) vérifiant dco(f,1) < s. Pour x
appartenant a Dy, on a

d(fpi(z), pi(x)) < s

donc par (i),

d(p; " feipss 1p,) < 8.

On applique alors (it) & ¢} Ly ©i|p, pour obtenir une extension a D1 qu’on
note f;. Ainsi fjop, = 1 et deo(fi,1p,) < r'. Pour 2’ appartenant a
vi(D1) =D}, ona

d(figi (@), 07 (2) <1
et (i) nous donne

d(gifip; ('), ") < r/4.

Définissons u; par p; figo;l sur D} et 'identité ailleurs (ce qui est cohérent
car les gz)ificpi_l sont l'identité sur 9D;). On a ainsi doo (u;, 1) < /4, ugpr =
fipr et u; € Homeo®(M). Posons enfin u = uy...u, € Homeo”(M) et
g =u"1f. Alors u est un élément de Homeo®(M) qui va modifier f en le g
voulu. Pour z € M, ou bien x est dans l'intérieur d’un unique D} et dans
ce cas u(z) = u;(z), ou bien x est sur le bord d’un des D} et alors u(z) = x.
On en déduit que deo(u, 1) < r/4. L’inégalité triangulaire donne aussitot

deo(g,1) < deo(u™, 1) +deo(f, 1) = deo(u, 1) +deo(f, 1) < r/d+s < 1/2.
Enfin wpy = u;py = fipy et donc g est I'identité sur V = Ui, D!. Ceci

termine la premieére étape : il suffit maintenant de vérifier que g, qui est
I'identité au voisinage du O-squelette de T, appartient & Homeo®(M).
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(b) Rectification de g le long du 1-squelette.

T/

Fi1Gc. 1.6 — Subdivision T”

F1c. 1.7 — Ensemble U (¢)

On introduit maintenant une nouvelle subdivision 77 de T', que ’on ob-
tient en mettant une aréte entre le barycentre de chaque triangle de T
et ses trois sommets (voir la figure 1.6). On note T le 1-squelette de T”
(c’est-a~dire le complexe simplicial formé des sommets et des arétes de T”)
et |T]| sa réalisation géométrique. Pour chaque aréte ¢ de T, notons U ()
l'union des deux triangles de 7" ayant ¢ comme aréte commune (on peut
voir les U(t) comme des voisinages des arétes de T', voir la figure 1.7). Pour
chaque triangle S de T”, notons tg son aréte dans T'. Définissons sur 9.5 une
application vg qui coincide avec g sur tg et qui est I'identité sur les 2 autres
arétes. Alors vg est continue (car g;y = 1) et vg envoie S dans U(ts) : en
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effet, on sait que dgo(g,1) < r/2, il suffit alors de choisir r dans la premiére
étape comme étant la distance minimale entre 2 composantes connexes de
|77| \ V. Donc vs est un homéomorphisme de S sur son image, par le
théoreme de Schoenflies (classique) il s’étend en un homéomorphisme de S
sur son image. Ces homéomorphismes se recollent de maniere évidente en
un homéomorphisme v tel que vjgy () = 1, car les U(t) forment un recouvre-
ment fini de T'. Cela permet de définir v; par valant v sur U(t) et l'identité
ailleurs. Les vy sont dans Homeo®(M), donc v appartient & Homeo®(M).
Posons alors h = v~!g. Puisque hjps = 1 pour tout triangle S de T et que
h envoie S dans lui-méme, le raisonnement précédent montre alors que h
appartient & Homeo?(M). On acheve ainsi la seconde étape : on a modifié
g en un h qui est l'identité sur le 1-squelette de T" et qui par conséquent
est dans Homeo®(M). Pour conclure, f = ug = uvh € Homeo® (M), ce qui
prouve le théoreme. ]

Comme corollaire des théoremes 1.1.3 et 1.2.3, on a immédiatement le
résultat de ce chapitre.

Théoréme 1.2.4. Le groupe des homéomorphismes d’une surface com-
pacte isotopes a l'identité est simple.

Pour conclure, expliquons comment généraliser les théoremes précédents
en dimension supérieure.

Les résultats sur le groupe Homeo®(M) sont valables en dimension plus
grande, avec les mémes preuves. On peut également utiliser les arguments
liés au théoréme de Schoenflies (version classique et version a support com-
pact) méme si dans ce second cas, les résultats que ’on utilise sont notoi-
rement plus difficiles & prouver (voir annexe A pour des remarques sur le
théoreme de Schoenflies en dimension plus grande que deux).

En ce qui concerne la simplicité de Homeoy(M), on a utilisé de maniere
essentielle une triangulation de la surface ce qui ne permet pas d’étendre
la preuve & toutes les dimensions (cela marche encore pour dim(M) =
3, voir [Fis60], mais rappelons que les variétés topologiques de dimension
plus grande n’admettent pas nécessairement de triangulation). Néanmoins,
la propriété de fragmentation est encore valide, mais cela est bien plus
compliqué (voir [EK71]).

Enfin, en termes homologiques, on obtient ici que le premier groupe d’ho-
mologie de Homeog(M) est trivial. En utilisant les techniques
d’Anderson, Mather ([Mat74b]) a aussi démontré que I’homologie du groupe
Homeog(M) est triviale.



Chapitre 2

Difféomorphismes de
surfaces

Dans ce chapitre, on va s’intéresser aux groupes de difféomorphismes
Dif fy (M) et Dif f§(M,0M) d’une surface compacte M, pour 1 < r < oo.
Les isotopies seront de classe C", et dans le cas a bord, on demande qu’elles
soient a support dans U'intérieur de M. Comme précédemment, on énoncera
les résultats seulement lorsque M est fermée (le cas a bord s’obtient par de
légeres modifications).

Pour r = oo, on va montrer que ce groupe est simple, mais les arguments
seront plus délicats que ceux du chapitre précédent. La preuve se découpe
essentiellement en deux parties : une partie analytique que ’on doit princi-
palement & Herman ot 'on démontre le résultat pour M = T? et une partie
“géométrique” due a Thurston et Mather qui permet d’obtenir le résultat
général a partir du cas particulier du tore. Pour r fini, on expliquera un
résultat de Mather sur la simplicité de Dif f§ (M) sous la restriction que r
soit différent de 3. Le cas ou r = 3 est encore non résolu.

Notons enfin que tous les résultats et les méthodes présentés dans ce
chapitre n’ont absolument rien de spécifique a la dimension deux, et qu’ils
s’étendent a toutes les dimensions.

2.1 Simplicité du groupe Dif f°(T?)

On rappelle qu'un groupe G est parfait si tout élément s’écrit comme
un produit de commutateurs. Dans cette section, on souhaite démontrer le
théoréme suivant ([Her73]).

Théoréme 2.1.1 (Herman). Le groupe Dif f§°(T?) est parfait.

Par un argument général d’Epstein (voir ’annexe B pour plus de détails),
on obtient le corollaire suivant.

22
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Corollaire 2.1.2. Le groupe Dif f§°(T?) est simple.

Commengcons par quelques préliminaires. Pour k = (kq, k2) appartenant
A Z2, notons |k| = |k1| + |ka| et si ¥ = (y1,72) est dans T?, on pose

k.’}/ = k1’71 + kg’}/g eT.
On définit une norme sur T par
llaf|l = d(a, Z)

ol & € R est un relevé de oo € T (la définition est clairement indépendante
du choix du relevé).

Définition 2.1.3. Un vecteur v € T? wvérifie une condition diophantienne
de type (c,T) s’il existe ¢ > 0,7 > 0 tels que pour tout k € Z2\ {0} on ait

11k = clk| 777

Remarque 2.1.4. Dans la définition précédente, certains auteurs utilisent
max(|ki|, |k2|) au lieu de |k| = k1| + |k2|.

Cette condition arithmétique est une hypothese classique dans la théorie
K.AM. (Kolmogorov, Arnold et Moser) pour les difféomorphismes, elle
nous assure que les vecteurs vérifiant une telle condition diophantienne sont
“mal approchés” par les vecteurs dont les coordonnées sont rationnelles et
de méme dénominateur.

Notons CD(c, 7) 'ensemble des vecteurs diophantiens de type (¢, 7) et

¢p(r)=JcDp(er) ; ¢D=|]CD(r).

c>0 72>0

On peut donner des exemples explicites de tels vecteurs. Cependant, pour
s’assurer que cette notion n’est pas vide, il est plus agréable de passer par
la proposition suivante.

Proposition 2.1.5. L’ensemble CD est de mesure totale pour la mesure
de Haar sur T2. En particulier, il existe des vecteurs diophantiens.

Cela résulte du fait que CDNI0, 1] est de mesure totale pour la mesure de
Lebesgue sur le carré. En effet, a 7 > 0 fixé, on peut majorer la mesure du
complémentaire de CD(¢, 7) dans [0, 1] par une constante proportionnelle &
¢, ce qui implique que [0, 1]2\CD(c, ) est de mesure arbitrairement petite si
c est arbitrairement petit et donc CD(7) est de mesure totale (voir [Lan95]
pour plus de détails).

Remarque 2.1.6. Bien que génériques pour la mesure, les vecteurs diophan-
tiens ne le sont pas du tout pour la topologie : on montre facilement qu’ils
forment un ensemble maigre au sens de Baire, i.e. qu’ils sont contenus dans
une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides.
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Pour « appartenant & T2, on note R, la translation de vecteur . Les
translations forment un sous-groupe de Dif f§°(T?) qui s’identifie & T2.
Dans la suite, Dif f$°(T?) sera muni de la topologie C°.

Commengons par expliquer les idées de la preuve du théoréeme d’Her-
man. On souhaite décomposer tout élément de Dif f$°(T?) en un produit
de commutateurs. Par des arguments de connexité, il suffit de le faire pour
un élément arbitrairement proche de l'identité. Il n’est pas tres dur de
vérifier qu’une translation du tore R, est un produit de commutateurs :
on commence par la décomposer en un produit de deux rotations du cercle
(formellement, deux translations du tore dont le vecteur a une coordonnée
nulle), puis on utilise le fait que les rotations sont des homographies par-
ticulieres de la droite projective réelle et que PSL(2,R) est parfait pour
aboutir au résultat. Cependant, il est plus dur d’obtenir une telle écriture si
I'on perturbe légerement R.,. Si tel était le cas, la différence entre R, et sa
perturbation nous donnerait un élément arbitrairement proche de 'identité
qui s’écrit comme un produit de commutateurs. Par chance, pour un vec-
teur v diophantien, on peut décrire assez explicitement les perturbations
de R,.

La preuve du théoreme repose donc entierement sur le résultat K.A.M.
suivant, qui affirme que si un difféomorphisme du tore est suffisamment
proche d’'une translation diophantienne R.,, alors quitte a le rectifier par
une petite translation, il lui est C*°-conjuguée. Un tel difféomorphisme
s’écrit donc sous une forme normale

Rﬂﬁ_lwa = R,\ﬂ(Ry_l?ﬁ_lwa

pour A € T? et ¢ € Dif f§°(T?), ce qui montre bien qu’il est un produit
de commutateurs. Voici I’énoncé précis, dont la preuve originale est due a
Sergeraert et Herman ([Ser72],[Her73]).

Théoréme 2.1.7 (Sergeraert-Herman). Soit R, une translation de vec-
teur diophantien v et soit l'application

O, 1 Diff(T?) x T> — Diff5°(T?)
(¥, \) —  Ry'R0.

Alors il existe un voisinage V de R., dans Dif f§°(T?) et une application
lisse
5:V — Dif f§°(T?) x T?

telle que s(Ry) = (112,0) et s = 1y.

Démonstration. On souhaite résoudre une équation non linéaire. Il est
beaucoup plus simple, lorsque cela est possible, de résoudre 1’équation
linéarisée et de conclure par un théoreme d’inversion locale. Cependant,
en admettant la structure différentiable de I'espace Dif f5°(T?) (que l'on
suppose implicitement dans I’énoncé et qui sera précisée plus loin), espace
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linéaire associé n’est pas un espace de Banach ce qui empéche 'utilisation
du théoreme d’inversion locale classique. Pour remédier a ce probleme,
on va utiliser un autre théoreme d’inversion, le théoreme de Nash-Moser-
Hamilton, valable dans une certaine catégorie d’espaces de Fréchet (les
bons espaces de Fréchet et les bonnes applications entre bons espaces de
Fréchet) mais sous des hypotheses plus restrictives. On renvoie a 'annexe
C pour ces notions.

Remarquons que ®.(112,0) = R,. Pour pouvoir appliquer le théoréme
de Nash-Moser-Hamilton, on doit donc prouver que la différentielle d®., est
inversible en tout point d’un voisinage de (172, 0) dans Dif f§°(T?) x T?, et
que son inverse est une bonne application linéaire continue. Selon Herman,
on procede en quatre étapes.

(a) On exprime ®., dans une carte exponentielle.
Fixons une métrique riemannienne (nécessairement complete) sur T? et
considérons 'application exponentielle associée

exp : TT? — T? x T?
(z,0) —  (z,exp,(z))

ol exp,(z) est le temps 1 de l'unique géodésique de conditions initiales
(2, v). I est bien connu que 'exponentielle se restreint en un difféomorphis-
me d’un voisinage V de la section nulle de TT? sur un voisinage W de la
diagonale de T? x T2. Pour un difféomorphisme f, posons

Wy = {g € Dif f°(T?) | ¥x € T, (f(x), 9(x)) € W}
et
Vy = {§ €TF(T?) |V € T2, &(a) € V}

oul'y (T?) est I'espace vectoriel des champs de vecteurs au-dessus de f, i.e.
I'espace des sections du fibré induit f*(TT?) (c’est 'espace qui joue le role
d’espace tangent au dessus de f). On peut alors définir un difféomorphisme

¢f:Vf—>Wf

a ’aide de D’application exponentielle : on obtient ainsi une collection de
cartes (Wf,céj?l) permettant de munir Dif f§°(T?) d’une structure lisse
modelée sur I'°(T?) (la vérification que I'on obtient bien un atlas est loin
d’étre immédiate, voir [Mil84] par exemple).

Sur R? muni de sa métrique canonique, on a plus simplement

exp(z,v) = (z,2 4+ v)

donc quitte a relever les difféomorphismes du tore en des difféomorphismes
du plan R? (en relevant une isotopie & I'identité), on peut écrire

¢5(&)(x) = f(x) +&(x)
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¢5 ' (9)(x) = g(x) — f(2).

L’application ®., lue dans ces cartes s’écrit :

I°(T?) x R — I'se (T?)

~

(&N — 1+ TTR(1+ 8+ A —1.

En effet, en notant 1 I’identité de R?, on commence par appliquer ¢; pour
obtenir ¢ (&, \) = (14§, ), puis on applique @, et on a

D01(&AN) = (148" Ry(1+ &)+ A

et enfin ¢§1 .11 (€, A) nous donne I'expression voulue. Bien entendu, ceci
n’est valable que pour £ suffisamment petit et dans la suite, c’est cette
expression de ®,, que 'on consideére. On vérifie que c’est une bonne appli-
cation de classe C'™ entre bons espaces de Fréchet (essentiellement parce
que la composition et I'inverse sont de bonnes applications de classe C'*°,
voir l’annexe C).

(b) On calcule la différentielle de ©..
Posons (1 + p) = (14 &)~ Soit (€, \) appartenant & I°°(T2?) x R2. En
appliquant soigneusement la regle de chaine il vient

P, (606N (@) = d(l+ p)(Ry (1 +&)(@))£(x)
—d(1+ p) (B (14 €)(2)).£((1 + p) R, (1 + )(2))

+A.

En particulier, on a d®- (0, 0).(5, 5\) =i éR,y + A

(¢) On réduit Uinversion de d®., a la résolution d’une équation cohomolo-

gique.
Rappelons que l'on cherche & inverser d®., au voisinage de (0,0), i.e. on
veut résoudre I'équation

A, (&, )).(§,A) =1

ou &, A, n sont données et é .\ sont inconnues. On va alors transformer cette
équation de telle sorte qu’elle soit “proche” de I’équation obtenue au point
(&,A) = (0,0). On introduit alors les variables

E=E(1+p)

i1=d(1+p)((1+p)Ry).(n(1 + p))
et
x(€) = d(1 + p) (1 + p)R,).
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Il n’est pas difficile de vérifier que ’équation précédente devient

€~ ERy =1 — x(€)-A
ol les inconnues sont 5 et A.

(d) On résout l’équation cohomologique.
ur un élément x = (x1, T2 hot équation a résoudre s’écri
Po élément , dans T?, I’équation & résoudre s’écrit

E(x) = &(z +7) = (x) — x(€)(x). A

Si ¢ est suffisamment petit, la matrice M = [, x(§)(z)dz est proche
de lidentité donc inversible. Le terme de gauche a clairement une
moyenne nulle pour la mesure de Haar sur le tore, ceci détermine donc
A=M"1 Jp2 (z)dz. On veut maintenant trouver €. Notons (ax)peze ses
coefficients de Fourier vis-a-vis de la mesure de Haar du tore, i.e.

&(x) = Z ape®™FT  avec aj = E(x)e 2™ R d(x)
kez? T2

et (b)pezz ceux de fj— x(€).A. Le choix de A nous donne by = ag = 0. Pour
k # 0, on a par identification

br

A = ——7_-
k 1— e27rzlc.fy

C’est ici qu’intervient la condition diophantienne sur «y. Elle nous donne
une estimation du type

lax| < Clo|lk>*™ Vk € 22

pour une constante C' qui ne dépend que de ~y. Puisque la fonction 77— x/(§ )5\
est C', ses coefficients (bg)rezz sont & décroissance rapide & 'infini, il en
est alors de méme pour les coefficients (ay)rezz- Il en résulte alors que la
fonction 5 est bien déterminée et C'°, et que 'application

O%(T2) 0T
Spez2bre®™ ™ —  Lpegeare®
est une bonne application linéaire continue (avec une perte de différentia-
bilité r = 2 + 7).

On a donc réussi a construire une application (£, \,n) —— (é, 5\) qui
est bien une section de d®,(§,\) au voisinage de (0,0). Cette applica-
tion est bonne car elle est composée de bonnes applications : c’est clair

pour (£, A1) — A et cela résulte du caractere diophantien de v pour

(&, A,n) — &£. On conclut alors la preuve en utilisant le théoreme d’inver-
sion locale de Nash-Moser-Hamilton. O
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Démonstration du théoréme 2.1.1. Notons N(T?) le sous-groupe normal
engendré par les translations T?. D’apres le lemme, il est ouvert au voisi-
nage d’une translation diophantienne dans Dif f§°(T?), donc c’est un sous-
groupe ouvert. En particulier, il est fermé et par connexité de Dif f5°(T?),
on a légalité N(T?) = Dif f5°(T?). On a les inclusions

T C H C Dif f°(T)

ou T agit sur le cercle par rotations et H = PSL(2,R) agit sur le cercle
par homographies, apres identification du cercle avec la droite projective
réelle RP!. Ainsi on a

T? C H? C Dif f&°(T?).

Cependant le groupe H est parfait (méme simple, c’est un résultat bien
connu, voir [Lan02] par exemple) d’ou

Dif fg°(T?) = N(T?) C N(H?) = N([H* H?))
C [Dif f°(T?), Dif f5° (T?)].
Le groupe Dif f$°(T?) est donc parfait. O

Remarque 2.1.8. A cause du phénomene de pertes de dérivées, I’argument
de Sergeraert-Herman tombe en défaut si l’on cherche la simplicité du
groupe Dif f5(T?) pourr fini. Cependant, par approximation des difféomor-
phismes de classe C" (r fini) par des difféomorphismes de classe C*> dans
la topologie C", il résulte que les commutateurs de Dif f5(T?) sont denses
dans Dif f§(T?) pour la topologie C". Par le théoréme d’Epstein, on en
déduit que le groupe Dif f5(T?) est topologiquement simple, i.e. il ne contient
pas de sous-groupe normal non trivial qui soit fermé.

Toujours par un argument de densité (cette fois-ci plus compliqué), on
peut démontrer la simplicité du groupe des difféomorphismes analytiques
du tore isotopes a lidentité ([Her75]).

Expliquons maintenant comment un raisonnement analogue nous donne

le résultat un peu plus fort suivant : le groupe Dif f5°(T?), revétement
universel de Dif f§°(T?), est parfait.

Il est bon de commencer par donner quelques précisions sur le revétement
universel G d'un groupe topologique connexe G. Pour peu que G soit lo-
calement contractile, G s’identifie aux classes d’homotopies (& extrémités
fixes) d’isotopies dans G, ou une isotopie dans G est un chemin continu
émanant de I'identité. Si G possede une structure différentiable, on suppose
que le chemin est lisse. L’ensemble G est muni d’une structure de groupe
que 'on peut décrire de deux maniéres équivalentes : pour g = (gt)te[o,l]



Abed Bounemoura 29

et h = (h')ic(0,1] deux isotopies dans G, on définit leur produit soit en
concaténant les chemins, i.e.

h?t si 0<t<1/2

xh:tel0,1] —
g 0.1] {g2t1h1 sio1/2<t<1

(et éventuellement on reparametre ce dernier pour qu’il soit lisse), soit en
utilisant la structure de groupe de G, i.e.

g.h:te0,1] — g'h’.

On peut alors vérifier que [g * h] = [g.h] dans é, et que cela définit bien
une loi de groupe.

De part sa structure différentiable, le groupe Dif f>°(T?) est localement

contractile. Ainsi, un élément de Dif f§°(T?2) est une classe d’homotopie &
extrémités fixes [®] ou

d:tel0,1]— @' € Dif f°(T?)

est un chemin (lisse) de difféomorphismes du tore qui part de 'identité.

—~—

Proposition 2.1.9. Le groupe Dif f§°(T?) est parfait.
Démonstration. Prenons v un vecteur diophantien dans T? et soit
5:V — Diff$°(T?) x T?

I'inverse local de I’application ®. définie dans le théoreme 2.1.7, V' étant
un voisinage ouvert de la translation de vecteur «y. Par connexité, il suf-

fit de montrer que toute isotopie ® appartenant & Dif f§°(T?) suffisam-
ment proche de l'identité est un produit de commutateurs de Dif f§°(T?).
Choisissons alors ® = (¢");cj0,1) dans Dif f§°(T?) tel que Ry¢' € V C

Dif f§°(T?) pour tout ¢t € [0,1]. On applique le théoréme de Sergeraert-
Herman & R.¢" pour obtenir

Ryt = Ry, (v") ' Ry
avec s(¢t) = (¥t \¢), pour tout ¢ € [0, 1]. Puisque I'on peut, & t fixé, passer
continiiment de R, a Ry, notre isotopie ® est homotope (a extrémités
fixes) & lisotopie

t€10,1] — R Ry, (W) "Ry’ = Ry, (R ()]

et cette derniere est certainement un produit de commutateurs. O
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2.2 Simplicité du groupe Dif f5°(M)

On considere maintenant une surface fermée M quelconque. La tache
difficile qui nous attend est d’étendre le théoréeme de simplicité d’Herman
au groupe Dif f§°(M). La preuve de ce résultat est essentiellement due
a Thurston et Mather, mais elle ne semble pas avoir été publiée par ces
auteurs (voir [Thu74a] pour le papier original qui ne contient aucune preuve
et [Mat79] pour une rédaction des idées de Thurston sur un résultat bien
plus général, qui sera expliqué plus loin). Dans cette section, on suit le plan
de [Ban97], tout en simplifiant certains arguments.

Dans un premier temps, on utilise des propriétés générales du groupe
Dif f§°(M) pour se ramener a I’étude du groupe des difféomorphismes &
support dans U, U étant un ouvert de M. Précisément, en notant
Dif fg*(M) ce dernier, on va montrer que s’il est parfait, alors le groupe
Dif f§°(M) est simple. Il faut cependant commencer par vérifier la pro-
priété de fragmentation pour le groupe Dif f§°(M). La preuve est beau-
coup plus facile que pour les homéomorphismes (voir [PS70]).

Théoreme 2.2.1. Dif f§°(M) a la propriété de fragmentation.

Démonstration. Soit U = {Uy,..., Uy} un recouvrement ouvert de M et
A1, ..., Ay une partition de I'unité lisse associée a ce recouvrement.

Soit g un élément de Dif f§°(M). Pour démontrer la propriété, on peut
le choisir arbitrairement proche de l'identité. A ’aide d’une carte exponen-
tielle au voisinage de I'identité, on peut méme choisir une isotopie

(g" = exp(texp ! 9))tefo.1]

qui soit proche de l'identité. Définissons, pour 0 < k < m, des fonctions
tr = Xi<kA; et des difféomorphismes

ge(z) = guk(z) (z).

Il est clair que gy est une application lisse. De plus, puisque g dépend
de maniere continue de g (et de lisotopie (g*)ic[0,1]), on peut toujours
choisir ¢ suffisamment petit pour que g reste proche de l’identité. Ainsi,
gr. est un difféfomorphisme par le théoreme d’inversion locale. Par définition
des py, il est clair que gx(z) = gr—1(x) si x n’appartient pas & Uj. Donc
hi, = gr(gr_1)~! est un difféomorphisme & support dans Uy, et on a

9= 9m = (Gm(gm-1)")(gm-1Gm-2)"") .. (91(90) ") = hum ... h1.
O

Remarque 2.2.2. La preuve précédente nous donne en fait un résultat plus
fort, a savoir la propriété de fragmentation pour les isotopies. En effet, avec
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les notations précédentes, on définit une isotopie (g]tc)te[o,l] pour0 < k<m
en posant
gh(z) = g™ @ (z) Vtel0,1], Ve e M

et l’on vérifie que
(9") = (hp,) ... (h)

avec hi, = gt (gt 1)~ pour 1 <k <m.

Remarque 2.2.3. La propriété de fragmentation est également valable, avec
la méme preuwve, pour le groupe des difféomorphismes de classe C™ (r fini)
d’une variété compacte.

En fait, ce résultat combiné au théoréeme d’Epstein (voir I'annexe B)
suffit & prouver que si le groupe Dif fi°(M) est parfait, alors le groupe
Dif f§°(M) est simple. En effet, par le théoreme de fragmentation 2.2.1,
la perfection de Dif f7°(M) implique celle de Dif f§°(M) et le théoreme
d’Epstein nous assure donc que ce dernier est simple.

Il existe cependant une preuve beaucoup plus directe, due a Thurston,
qui permet d’obtenir le méme résultat sans utiliser le théoréme d’Epstein.
L’intérét principal de cet argument est que, contrairement a celui d’Epstein,
il est encore valable (sans aucune modification) dans le cas conservatif (voir
la section 3.4). On aura besoin de la transitivité de 'action de Dif f§° (M)
sur M (voir [Ban97]).

Lemme 2.2.4. Dif f§°(M) agit transitivement sur M. En particulier, ses
orbites sont denses.

F1a. 2.1 — Transitivité de Dif f5° (M)
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Démonstration. Soient x et y deux points distincts de M, on cherche un
élément ¢ appartenant a Dif f§°(M) tel que g(z) = y. Si = et y sont
proches, on peut trouver une carte ¢ : U — R? telle que ¢(x) = (0,0) et
o(y) = (0,¢) pour € > 0. Si A est une fonction plateau convenablement
choisie, alors le temps 1 du flot de X = A0, est un difféomorphisme du
plan qui envoie ¢(x) sur ¢(y), et en le conjuguant par ¢, on obtient g
dans Dif f§°(M) tel que g(z) = y (voir la figure 2.1). Si maintenant x et
y sont arbitraires, on prend un chemin c¢ les reliant que ’on découpe par
compacité en un nombre fini de chemins suffisamment petits pour que I'on
puisse appliquer ’argument précédent. O

On utilisera souvent dans la suite le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 2.2.5. Soit U un ouvert dans M. Alors pour tout ouvert V
suffisamment petit, il existe un difféomorphisme v dans Dif f§°(M) qui
envoie V dans U.

Théoréme 2.2.6 (Thurston). Si Dif f5°(M) est parfait, alors Dif f§°(M)
est simple.

Démonstration. Notons G = Dif f§°(M) et Gy = Dif f5°(M). La simpli-
cité de Dif f§°(M) va alors résulter uniquement des propriétés de fragmen-
tation et de transitivité.

Soit g un élément de G différent de l'identité, et notons N(g) le sous-
groupe normal engendré par g. Il s’agit de prouver que N(g) = G. Soit
z un point non fixé par g. Puisque G agit transitivement sur M, on peut
trouver h dans G tel que h(x) soit distinct de = et g(z). On se donne alors
un ouvert U, qui est un voisinage de x assez petit pour que U, g(U) et
h(U) soient disjoints. Il est clair que pour tout u,v € Gy, on a

] sur U
[u,9] = ¢ gu=tg~! sur g(U)
1 ailleurs
v sur U
[v,h] = ¢ hv=*h~!  sur h(U)
1 ailleurs
et une simple vérification donne [u, v] = [[u, g], [v, h]]. On a alors

Gu C [Gu,Gu] C[[Gu, g, [Gu, h]] € [N(g),G] € N(g)

ou la premiere inclusion vient de I’hypothese de perfection sur Gy . Pour x
appartenant a M, on trouve par transitivité un petit ouvert U, contenant
x et un élément «, appartenant a G tels que «,(U,) soit inclus dans U.
On a alors, pour tout = dans M,

Gy, C a;lGUaI C N(g).
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Ces ouverts U, recouvrent M et ainsi par fragmentation (J,.,; Gu, en-
gendre G, ce qui donne G C N(g). O

En vue d’une utilisation ultérieure, énoncons le résultat précédent de
maniére plus synthétique, comme cela est fait dans [Hal98].

Théoréme 2.2.7. Soient X un espace topologique paracompact, O une
base d’ouverts de X un sous-groupe de Homeo(X). Pour chaque ouvert U
dans O, soit Gy un sous-groupe de Homeoy(X), ot Homeoy(X) est le
sous-groupe des homéomorphismes a support dans U. Supposons que

(i) G posséde la propriété de fragmentation : sild C O est un recouvre-

ment de X, Uyey Gu engendre G ;

(ii) G agit transitivement sur les points de X ;

(iii) pour tous U,V € O et g € G tels que g(U) CV, gGyg~! C Gy-.
Si Gy est parfait pour tout U € O, alors G est simple.

Remarque 2.2.8. Dans la preuve précédente, on avait Gy = GNHomeoy (X)
et dans ce cas Uhypothése (iii) est trivialement vérifiée.

Lorsqu’on le compare au théoréeme d’Epstein, les hypotheses du théoreme
précédent ont ’avantage d’étre plus claires (on n’a pas besoin de la condi-
tion supplémentaire qu'impose Epstein dans son axiome de fragmentation
(E3)) et plus faciles & vérifier (on a seulement besoin d’une action transitive
sur les points et non sur les disques, voir ’annexe B). De plus, comme on
I’a déja précisé, ce résultat est beaucoup plus flexible et il sera utilisé dans
le prochain chapitre pour des groupes de difféomorphismes conservatifs.

Il nous reste a prouver que le groupe des difffomorphismes de M a
support dans un disque U est parfait. Il suffit bien str de le faire pour
une seule variété, car ce groupe est toujours isomorphe au groupe des
difféomorphismes du plan & support compact. Si I'on prend M = T2
et g un difféomorphisme du tore dont le support est dans U, on sait
d’apres le théoreme de Herman que g est un produit de commutateurs dans
Dif f§° (M), mais il faut alors montrer que c’est un produit de commuta-
teurs dans Dif fi° (M). Il est peut-étre possible d’écrire une preuve directe
de ce fait, mais pour des raisons techniques on va se placer sur I’abélianisé
du revétement universel de ce groupe, i.e. on va considérer le groupe des
isotopies (& homotopies prés) quotienté par les isotopies de commutateurs.
Comme on va le voir dans la suite, ce groupe abélien peut se décrire comme
le premier groupe d’homologie d’un certain complexe de chaines, et il sera
alors possible d’utiliser le formalisme de I’homologie.

Commencons par quelques préliminaires. Notons G = Dif f§°(M). On
va utiliser des notions d’homologie cubique dont on peut trouver une ex-
position détaillée dans [Mas80]. On désigne par K™ = [0,1]™ le n-cube
unité, et on ordonne ses sommets selon I'ordre lexicographique. Un n-cube
singulier est une application continue

c: K" — Q.
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On dit que le n-cube singulier est normalisé lorsque ¢ envoie le premier
sommet vy de K, sur 'identité de G, et qu’il est dégénérée lorsque 1'ap-
plication ¢ ne dépend que d’au plus n — 1 variables. On définit alors BG,
comme le Z-module libre engendré par les n-cubes singuliers normalisés,
quotienté par le sous-module des n-cubes singuliers normalisés dégénérés.
Lorsque ¢ est un n-cube singulier non normalisé, on note ¢ sa normalisa-
tion, i.e. ¢ = c¢(vg) ~tc. Dans la suite, on utilisera plus simplement le terme
n-cube pour désigner un n-cube singulier normalisé.

On définit un opérateur de bord 0 : BG, — BG,_, en prenant la
restriction aux (n — 1)-faces et en normalisant : précisément, si ¢ est un
n-cube, on définit pour 1 < i < n et pour € =0, 1, les cotés

(ch)(tl, e ,tnfl) = C(tl7 e ,ti,hE,ti, e ,fnfl)

puis la i-eme face de ¢
dic=FPc— Flc
et enfin le bord de c¢ est

n

dc = (~1)'d;c.

i=1
On peut alors vérifier que 62 = 0.

Exemple 2.2.9. Un 1-cube n’est rien d’autre qu’une isotopie ¢ dans G, et

o dc = Fe — Fle = c(0) — (c(1)™1)e(1) = 0

donc les 1-cubes sont automatiquement des 1-cycles. Pour un 2-cube c, on
a (voir la figure 2.2)

(9)(t) = Fle(t) — Fe(t) + Foe(t) — Fje(t)
= (¢(0, 1)71)c(t, 1) —e(t,0) + ¢(0,¢t) — (e(1, O)fl)c(l,t).

Soit BG la réunion des E@m on obtient ainsi un complexe de chaine
(BG,0) dont on note H,(BG,Z) 'homologie & coefficients entiers. C’est ce
qu’on appelle I’homologie locale du groupe G.

Remarque 2.2.10. Le terme “homologie locale” provient du fait que I’homolo-
gie du complexe BG peut se calculer avec des petits cubes, i.e. des cubes
contenus dans un voisinage de l’identité. Par exemple, si G est un groupe
de Lie, on a Hi(BG) = g/[g,9] ou g est son algebre de Lie de G (voir
[Hae78] par exemple).

En ce qui nous concerne, I'intérét de cette notion réside dans la proposi-
tion suivante.
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—Fjc
Vg V3
F0, i,
—Fc Fic
V0 - U1
Fdc

Fi1G. 2.2 — Bord d’un 2-cube

Proposition 2.2.11. On a un isomorphisme de groupes
G/|G,G) =~ H\(BG, 7).
En particulier, G est parfait si et seulement si Hi(BG,Z) est trivial.

On va se contenter de décrire ’isomorphisme en question, qui est ana-
logue a lisomorphisme de Hurewicz entre le premier groupe d’homologie
singuliere et I’abélianisé du groupe fondamental d’un espace topologique.

Soit ¢ une isotopie dans G, i.e. ¢ : [0,1] — G est un chemin tel que ¢(0) =
e. On note [ sa classe d’homotopie dans G et [[]] sa classe d’homologie
dans H;(BG,Z). Remarquons que cette derniere définition est correcte
puisque ¢, en tant qu’élément de BG, est un 1-cycle. Définissons alors

® : G — H|(BG,Z)
] +— [[c]]

et montrons que cette application a un sens. Soit ¢’ tel que [¢/] = [d],
alors ¢’ et ¢ sont des isotopies homotopes & extrémités fixes, et on note
H :[0,1]?> — G une telle homotopie. Alors H est un 2-cube, qui est constant
sur {0} x [0,1] et {1} x [0, 1], donc &1 H = 0 (voir la figure 2.3). On a donc

OH =0H =c—¢

dans BG1, i.e. [[¢]] = [[¢]]. Ainsi ® est bien définie.
On peut maintenant vérifier que c¢’est un morphisme de groupes. Prenons
c et ¢’ deux éléments de G, et c* ¢’ leur produit. On définit alors un 2-cube
singulier
o : K(vg,v1,v9,v3) — G
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C/

(%) V3

V0 Gt
C
Fic. 2.3 - [ =[] = [[d] = [[¢]
de la maniere suivante : on pose Tjjy,,v,] = € O|[vy,va] = (1), O|[uyvs] =

c(1)c’ et on étend de maniére continue o & l'intérieur de K (vg, vy, vs,v3)
POUT (UE O |[y,,05] = Cxc (voir la figure 2.4, on demande que o soit constante
sur chaque segment oblique et que o soit constante égale & ¢(1) ailleurs).
On obtient ainsi

o =cxcd —c —c

dans BG; et on a bien [[c* ¢]] = [[c]] + [[/]]. On se retrouve donc avec un
morphisme de groupes

®:G — Hy(BG, 7).

Puisque Hy(BG, Z) est abélien, ® envoie les commutateurs de G sur I'élément
neutre de H1(BG,Z), donc elle passe au quotient

®:G/[G,G) — Hy(BG,Z).

On peut alors montrer que ® est un isomorphisme, et cela se fait de la méme
maniére que dans le théoréme de Hurewicz (voir par exemple [May92]).

Remarque 2.2.12. Dans la section suivante, on donnera une interprétation
plus abstraite de I’homologie locale d’un groupe.

Etant données ¢ et ¢ deux isotopies dans (G, on peut désormais soit les
concaténer, soit les composer ou bien encore considérer leur somme en ho-
mologie. D’apres ce qui précede, ces opérations coincident dans G/[G, G] &
H1(BG,Z). Le lemme suivant est alors évident.

Lemme 2.2.13. Soient T une isotopie dans G et g un élément de G. Alors
7 et grg~ ! sont égaux dans H,(BG,Z).
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U1 e(1) vy

o
o

—~
iy

i
ﬁ\

¢(0) e(L)d'(1)

F16. 2.4 — [[e « ]} = [[d] + [[¢]]

On aura également besoin du résultat suivant, dont on peut trouver une
preuve dans [Hir76].

Lemme 2.2.14. Soient V,U deux disques de M et f,g deux plongements
préservant l'orientation de V' dans U. Alors il existe une isotopie (@t)te[o,u
a support dans U telle que fop' = g.

On est maintenant en mesure d’énoncer et de prouver le théoreme de
“déformation” de Thurston-Mather.

Théoréme 2.2.15 (Thurston-Mather). Soit U un ouvert de M. Alors
linclusion Gy C G indwit un isomorphisme

H\(BGy,Z) = Hy(BG,2).

Expliquons tout d’abord comment ce théoreme implique la simplicité du
groupe Dif f&°(M). D’apres ce qui précede, Hy(BG,Z) = 0 si et seulement
si G est parfait. En appliquant le résultat de Thurston-Mather & M = T2,
on a un isomorphisme de groupes

H\(BDiffr(T?),Z) = H\(BDif f§°(T?),7Z)
puis par le théoréme d’Herman, on obtient

Hy(BDif [ (T?), Z) = 0.

Donc Dif f[‘}o('I[Q) est parfait, ce qui nous donne aussitot la perfection de
Dif fg°(T?), puis celle de Dif fo°(M) pour une surface M quelconque. On
obtient ainsi la simplicité de Dif f§°(M) dans le cas général en appliquant
I’astuce de Thurston 2.2.7.

Démonstration du théoréme 2.2.15. Notons

p:BGy — BG
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I’application induite par 'inclusion Gy C G et
p« : H(BGy,Z) — H,(BG,7)

le morphisme induit en homologie. On note [[.]] les classes d’homologie de
H(BG,7Z) et [[|]u celles de H;(BGy,7Z). La surjectivité de ce morphisme
sera une conséquence facile du lemme de fragmentation 2.2.1 pour les iso-
topies, mais c’est de l'injectivité dont on a vraiment besoin. Pour cela, il
faudra établir un lemme de fragmentation pour les 2-cubes dans G, i.e.
pour les familles de difféomorphismes a deux parametres.

(a) Surjectivité de p..

Soit o appartenant & Hy(BG,Z) = G/[G,G], et soit g = (9")tef0,1] une
isotopie représentant «. On va alors découper g en une somme finie d’iso-
topies a support dans U pour trouver un antécédent 3 € Hy(BGy,7Z). Soit
U ={Ui,...,Uy} un recouvrement ouvert suffisamment fin pour que l'on
puisse trouver, par transitivité, des h; appartenant a G qui envoient U;
dans U pour 1 < i < m. On fragmente alors I'isotopie g pour obtenir

(9") = (g1)---(97)

avec, pour 1 < j < n, (gﬁ)te[o,l] une isotopie a support dans 'un des U;
(voir la remarque 2.2.2). Si on note «y; la classe d’homologie de (g}):c0,1)
dans Hy(BG,Z), on a I'égalité

a=qo|+ -+ a,.

Maintenant 'isotopie (h,-g}hi_l)te[m] est & support dans U, notons ; sa
classe d’homologie dans H;(BGy,Z). 1l est alors clair que

a=p(f1+-+ Bn)

En effet, il suffit de remarquer que par le lemme 2.2.13, les isotopies (g;‘)te[o,l]
et (higj»h;l)tE[OJ] coincident dans Hy(BG,Z), i.e. aj = p.B; pour 1 < j <
n. On en déduit ainsi la surjectivité.

(b) Un lemme de fragmentation.
Commencons par quelques notations. Si on se donne un entier m, on
peut subdiviser le n-cube unité [0,1]™ en m™ cubes

Kkl,...,kn = {(tl,.. . ,tn) S [O, l]n | kz/m <t < (kl =+ 1)/m , 1< < TL}
On dispose d’une identification canonique

hklv--wkn : [0) 1]” — Kk],.“,kn



Abed Bounemoura 39

qui envoie le sommet (0, ...,0) sur (ki/m,...,k,/m). Ainsi, si on se donne
un n-cube ¢ : [0,1]™ — G, on peut lui associer par composition un n-cube

—

Ck1,eskn = C|Kpy ok © Py .ok [0,1]" — G.

Il est alors clair que ¢ est homologue & la n-chaine ) ¢k, . k., et en
choisissant l'entier m suffisamment grand, on montre ainsi que le groupe
H,(BG,Z) est engendré par les n-cubes C''-proches de I'identité. Remar-
quons que le lemme de fragmentation 2.2.1 peut s’interpréter de la maniere
suivante : si U = {Uy,...,Un,} est un recouvrement ouvert de M et
¢:10,1] — G un 1-cube C*-proche de 'identité, alors il existe un 1-cube ¢
qui vérifie les deux conditions suivantes :

() on a [[d]] = [[]};

(7i) le 1-cube ¢ est & support dans Uy, pour 0 < k < m.
Pour prouver l'injectivité, on aura besoin du lemme suivant, qui est une
version “a deux parametres” du lemme de fragmentation 2.2.1.

Lemme 2.2.16. Soient U = {Uy,..., Uy} un recovvrement ouvert de M
etc:[0,1]?> — G un 2-cube C'-proche de l'identité. Alors il existe un 2-cube
¢ qui vérifie les trois conditions suivantes :

(7) si Oc est a support dans U, alors 0¢ aussi et [[0¢)]u = [[0d]]u ;

(43) chaque 2-cube Ex, g, est a support dans Uk, 41 U Ugyq1 ;

(1) st Ugy41 NUgys1 = 0, alors Oy, k, = 0.

U2 U3
ko+1
m
Kkhkz

ko

m
Vo L8 kil U1

m m
Fic. 2.5 — Décomposition de [0, 1]
Démonstration. On se donne une partition de Punité {Aq, ..., A, } associée

au recouvrement {Uy,...,Upn} et on introduit, pour 0 < ki, ka < m, des
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fonctions pig, = Yi<k, Ai et ik, = Bi<k, Ai. Subdivisons notre carré [0, 1]?

en m? carrés Ky, x, (voir la figure 2.5) et définissons une application lisse

fo: 012xM — [0,1]?
(t,s,) — fu(t, )

de la maniére suivante : en chaque sommet (k1 /m, ka/m) de la subdivision,
on pose

fm(kl/mV kQ/m) = (/Jkl (x)vﬂkz (.’E))

puis on étend f, & [0,1]? de maniere affine sur chaque carré Ky, i, de la
subdivision (il faut penser a cette application comme & un reparamétrage
qui dépend du point). Remarquons que notre application f, fixe les quatre
sommets de [0,1]2. Considérons ¢ un 2-cube C'-proche de l'identité, au
sens ol ¢(t, s) est Cl-proche de I'application identité de M pour tout (¢, s)
dans [0, 1]%. Alors la formule

et s)-(x) = c(fa (1, 8))-(2)

définit un 2-cube é. En effet, ¢(s,t) est un difféomorphisme car c’est une
application lisse C'-proche de I'identité pour tout (,s) dans [0,1]2, et on
a ¢(0,0) =

Il nous reste a démontrer que ¢ a bien les propriétés requises. Par définition
de ¢, si Jc est a support dans un disque U, il en est de méme pour J¢.
Ecrivons o

d¢c = Fl¢— FYé + FYé — Flé.

Pour : = 1,2, e = 0,1 et x € M, remarquons que la restriction de f, aux
Cotes de [0, 1]2 fixe les sommets et est homotope a l'identité, ainsi l'isotopie
Fac est homotope a extrémités fixes a Fsc par une homotopie & support
dans U, ce qui nous donne 1’égalité

[[0¢]]y = [[0cllu

Vérifions maintenant que le support de ¢, , est inclus dans I'union Uy, 11U
Uky+1- Si x n’est pas dans Uy, +1 U Ug,+1, on obtient facilement que la res-
triction de fy & Ky, x, est constante (car constante sur les quatre sommets
de Ky, k,), donc par normalisation ¢, r,(x) = x, ce qui signifie bien que
x nappartient pas au support de ¢, k,. Enfin, si Uk, 41 N Uky41 = 0, on
obtient que pour tout x dans M, 'application f, est constante sur au moins
deux cotés opposés de Ky, i,, et puisque elle est affine sur chaque c6té de

0 1 T 0z
Ky, iy, on en déduit que F5¢i, k, = F5Chy ke €t FjCry ke = F7Cry gy €t
donc O¢, k, = 0. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Remarque 2.2.17. De maniéere un peu plus générale, si on considére dans
le lemme précédent une 2-chaine

=Y

jeJ
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avec des 2-cubes ¢I Cl-proches de Uidentité et telle que Oc soit ¢ support
dans U, bien que chaque élément Oc? ne le soit pas nécessairement (c’est
ce qui se produit lorsqu’il y a des compensations dans la somme ZjeJ oc ),

alors en notant
=) &
jeJ

on montre de méme que O¢ est a support dans U et que [[0¢]]y = [[0c]]u-
Dans la suite, il faudra faire attention au fait que

D_odNu # Y _[0)u

jed jeJ

puisque le terme de droite peut me pas avoir de sens.

(¢) Injectivité de p..

Soit z un 1-cycle dans BGy bordant une 2-chaine dans BG (i.e. [[2]] =
p«[[2]]lv = 0), on veut donc prouver que z borde une 2-chaine dans BGy
(i.e. [[#]Ju = 0). . B

Soit ¢ = > .c;¢ une 2-chaine dans BG telle que Jc = z. Quitte a
subdiviser, on suppose que ¢/ est C'-proche de l'identité, pour tout j dans
J. Etant donné un recouvrement ouvert {Uy,..., Uy} (que on choisira
dans la suite), soit ¢/ le 2-cube construit dans le lemme précédent a partir
du 2-cube ¢/. Définissons une 2-chaine

c= Z Z 517;717]@2

JE€J ki,k2

et posons Z = 0¢. D’apres le lemme 2.2.16 et la remarque 2.2.17, on sait
que O¢ est a support dans U et que

[Zlo = [[0dlv = [[9c]]v = [[2l]v-

Il est donc suffisant de prouver que [[Z]]y = 0. On sait de plus que éih ko

est & support dans Uy, 41 UUg,+1 et 86{;1’,“2 = 0 si cette union est disjointe.
Il est alors naturel de définir le sous-ensemble d’indices

K" = {(k1,k2) | Ugy+1 N Upyt1 # 0}

et de poser

E:Z Z clil,kz’

JE€J (ki,k2)eK’

On obtient ainsi Z = 0¢, autrement dit Z borde une 2-chaine constituée
de 2-cubes, chacun ayant support dans une union de deux ouverts de U
d’intersection non vide.
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Maintenant soit V une famille de disques ouverts recouvrant M, telle
que si V;,V; € V, alors leur intersection V; NV}, si elle est non vide, est
difféomorphe & un disque (de tels recouvrements existent, voir [KN63]). On
choisit alors notre recouvrement U de telle sorte que si l'intersection de
deux ouverts de U est non vide, alors leur réunion est contenue dans un
certain élément de V. Ainsi Z borde la 2-chaine

(on introduit un nouvel ensemble d’indice J' pour alléger les notations)
avec le support de ¢; inclus dans V; € V, apres réindexation et pour j dans
J'.

En notant T; les

WA+ A

cotés” orientés de ¢;, on a

z=0c¢c= Z@Ej :ZT;.
J i,J

Pour chaque 1-cube T;f , définissons un élément h; € G de la maniere sui-
vante : si le support de 7; est dans U, on prend pour A l'identité, sinon 7
est & support dans une intersection Vj;» = V; NV} (car dans ce cas T]Zf est
un c6té commun & des 2-cubes distincts ¢; et ¢;/) et alors hi est un élément
de G qui envoie cette intersection dans U. Ainsi le 1-cube hZ l(hl) est a
support dans U, et on a l'égalité

2727 7Zhl TH(hi)™

En effet, puisque Z est a support dans U, ou bien T; est déja a support dans

U et dans ce cas h; est l'identité, ou bien ’T]l se compense avec un terme T;:
dans la somme de gauche pour (z j) # (z i, dans ce cas on a pu choisir
i = h’, et les termes hj7i(R5)~! et hl,T (hz )~ se compensent dans la
bomme de droite. Encore par tranbltlmte on trouve pour tout indice j un
élément g; dans G qui envoie V; dans U. La 2-chaine }, gjéjgj_l est &
support dans U, et son bord est

_ 1 i —1
> 0icie; | =D _0im0;
j irj

Pour conclure, il suffit de prouver que pour tout , j, les isotopies h%7(h%)~
et ng;gj_ sont homologues dans BGy, car on aurait alors [[Z]]y = [[w]]y =
Q. On~ note h et g] les restrictions de h;- et de g; a Vjj. Les isotopies
h;T;(h;) et g;7 gJ ! sont défini respectivement sur R (Vi) et g; (Vi)
et quitte a les etendre par l'identité ailleurs, on a

W) = B s gyriert = dmiay!
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Maintenant ﬁ; et g; sont des plongements préservant ’orientation du disque
Vjj dans U, par le lemme 2.2.14 il existe une isotopie ® = (¢*);cj0,1] &
support dans U telle que

P ht =g
Ainsi on obtient
gl = eyt = (R T (@) = o e () ()
et puisque ' hi7I(h%) " (') 7! est homologue dans BGy a hi7/(h%)~" (par
le lemme 2.2.13), on en déduit finalement que ng; gj_1 est homologue dans
BGy a hiti(hi)~'. Ceci acheve la preuve du théoréme. O

Remarque 2.2.18. La preuve du théoréme 2.2.15 repose principalement sur
la transitivité de Uaction de G sur M (lemme 2.2.4), la fragmentation pour
les 1-cubes (lemme 2.2.1) et pour les 2-cubes (lemme 2.2.16) ainsi que sur
le lemme 2.2.14. Dans le prochain chapitre, on va étendre ces résultats au
cas symplectique.

Remarque 2.2.19. On peut méme obtenir un résultat plus général, a savoir
un isomorphisme

H,(BGy,7Z) = Hy(BG,7)
pour tout k > 1 (voir la section suivante).

On a donc prouvé que le groupe des difféomorphismes C'* isotopes a
I'identité d’une surface fermée est simple. Il nous reste encore & examiner le
cas ou le degré de différentiabilité est fini, mais avant cela, on va s’autoriser
une petite digression dans la section suivante afin d’énoncer la théorie de
Thurston-Mather en toute généralité.

2.3 Feuilletages et espaces classifiants

Dans cette section, on souhaite mentionner un lien entre ’homologie
locale des groupes de difféomorphismes et 1’étude des feuilletages. Cepen-
dant, la théorie étant difficile, on ne donnera aucune preuve (ni méme des
idées de preuves), le but ici étant seulement d’informer le lecteur sur cer-
taines questions qui ont motivé I’étude de la perfection des groupes de
difféomorphismes. On trouvera des démonstrations dans [Law77], [Mat79]
et [Ser78] et on pourra consulter [Hae] et [Tsu] pour des présentations plus
informelles.

Commengons par quelques rappels. Plusieurs définitions des feuilletages
sont possibles, en voici une adaptée a notre contexte.
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Définition 2.3.1. Un feuilletage F sur une variété M, de classe C" et de
codimension q, est une famille mazimale de C"-submersions

fiiU —RY, el

ot (U;)ier est un recouvrement ouvert de M, qui vérifie la condition de
compatibilité suivante : pour tout i,j dans I et x dans U; NUj, il existe un
difféomorphisme local ¢F; de R tel que f; = ¢F,; fi au voisinage de x.

Les feuilles du feuilletages sont définies localement par les composantes
connexes des fibres f[l(c), pour ¢ dans I et ¢ appartenant & R?. Ce sont
des sous-variétés (immergées) de M. A un feuilletage F sur M on associe
son fibré tangent T(F), le fibré vectoriel tangent aux feuilles du feuilletages
et son fibré normal v(F) qui est défini par les fonctions de transitions
(d¢%,)i,jer- On a évidemment

V(F) = TM/r(F).

Enfin, les difféomorphismes locaux ¢7;, pour = appartenant a M et ¢, j dans
I, définissent le pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage.

Remarque 2.3.2. Il est intéressant de voir ce que ces définitions donnent
dans un cas extréme. Si F est de codimension mazimale, cela revient a dire
que les (f;)ier sont des difféomorphismes locauz, les feuilles de F sont les
points de M, la structure de feuilletage n’est rien d’autre que la structure
de variété de M et son fibré normal est le fibré tangent T M.

En un sens trivial, il existe toujours des feuilletages sur les variétés. On
pourrait alors se demander si étant donné un sous-fibré vectoriel V' de
T M, il existe un feuilletage F tangent & V. En dimension 1, la question est
évidente puisque tout champ de droites (de classe Lipschitz) est intégrable
par le théoreme d’existence de solutions d’équations différentielles. De ma-
niere générale, la réponse est donnée par un théoréme de Frobenius : V doit
étre intégrable, i.e. stable par crochet de Lie. Cette condition se révele étre
trop restrictive, et la plupart des champs de plans ne sont pas intégrables.
La question intéressante concernant l’existence de feuilletages est en fait la
suivante.

Question 1. Soit V' un sous-fibré vectoriel de TM . Est-ce que V' est ho-
motope au fibré tangent d’un feuilletage F ¢

Dans le cas général, la réponse est négative puisque Bott a donné une
obstruction topologique, a travers des classes caractéristiques, au probleme
d’existence précédent (voir [Bot70]). Cependant son argument ne marche
que pour des feuilletages de codimension strictement plus grande que 1.
En codimension 1, la réponse est toujours positive et c’est une conséquence
d’un théoreme profond de Thurston que ’on va rencontrer dans la suite.
C’est cette question sur 'existence de feuilletages qui est liée a I’homologie
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des groupes de difféomorphismes, mais avant d’y arriver, le chemin est
encore long.

Commengons par reformuler la notion de feuilletage. On note I'y 'ensem-
ble des germes de C"-difféomorphismes locaux de R?. Rappelons qu’un
élément de I'y est une classe d’équivalence [¢,2] ol & appartient & M,
¢ est un C"-difféomorphisme local défini au voisinage de x et la relation
d’équivalence est [p,z] ~ [¢',x] si et seulement si ¢ et ¢’ coincident au
voisinage de . On notera plus simplement ¢* ou encore ¢ un représentant
de [¢,z]. Cet ensemble joue un role essentiel dans I’étude des feuilletages.
Il possede une structure de groupoide topologique, ce qui signifie les choses
suivantes. On a des applications “source” et “cible”

s,t: Iy — RY
définies par s(¢®) = x et t(¢”) = ¢(x) et une application identité
e: R — T}

donnée par e(x) = 1%. Ces applications sont continues si 'on munit ry
de sa topologie naturelle de faisceau, s et t sont des homéomorphismes
locaux et e un homéomorphisme sur son image. Pour ¢, appartenant a
'y, la composition est possible si t(¢) = s(1), elle est alors associative
et continue. Enfin, tout élément ¢ € I'; est inversible et ¢~ = e(s(¢)),

¢~1¢ = e(t(0))-

Remarque 2.3.3. De maniere plus formelle, un groupoide est une “petite
catégorie” dont tous les morphismes sont inversibles : on a comme dans
toute catégorie une collection d’objets Obj, un ensemble de morphismes
Mor entre deux objets et des applications

s,t: Mor — Obj

ainsi qu’une opération de composition entre morphismes si la source de l'un
coincide avec la cible de autre. Mais de plus, on a une application

e:0bj — Mor

qui identifie Obj & une partie de 'ensemble des morphismes (et qui fait
donc de Obj un ensemble). C’est ainsi l’ensemble des morphismes T' =
Mor que l'on considére comme étant le groupoide. Un morphisme entre
deuzx groupoides n’est rien d’autre qu’un foncteur entre les deux catégories
associées. Enfin, remarquons qu’un groupe est un groupoide avec un seul
objet.

Exemple 2.3.4 (Le groupoide de recouvrement). Etant donné un re-
couvrement ouvert U = (U;);cr d’un espace M, on peut définir un groupoide
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de la maniere suivante : les objets sont par définition les ouverts du recou-
vrement et [’ensemble des morphismes est

Ty ={(i,j,2) | i,j €I, € U;NU;}.
La composition est définie par (i,j,2)(j, k,x) = (i, k, ).

Voici comment on peut redéfinir les feuilletages en termes de cocycle a
valeurs dans le groupoide I'y. Soit F un feuilletage donné par une famille
(Ui, fi)ier- Regardons alors 'application

¢j¢ZUiﬂUj*>F2

qui a z associe [¢F;, fi(7)], le germe de ¢7; au point f;(x). On vérifie alors
d'une part que ¢;; est continue, et d’autre part qu'on a la condition de
cocycle suivante au voisinage de x € U; NU; N Uy, :

;ﬁz‘ = ¢}Dk¢ii

qui nous garantit que les feuilletages “locaux” définis par les submersions
(fi)ier se recollent en un feuilletage global. En d’autres termes, notre fa-
mille (Uj, fi)ier définit un morphisme de groupoides topologiques I'yy — I'y,
avec U = (U;)ier. Sous cette forme, un feuilletage sur M peut étre considéré
comme l’espace total d’un fibré principal au dessus de M ou la fibre, au
lieu d’étre un groupe topologique, est un groupoide topologique. On espere
pouvoir ainsi définir, par exemple, des espaces classifiants et des classes
caractéristiques afin de comprendre les obstructions a 'existence de feuille-
tages sur certaines variétés.

Pour faire marcher ces théories de nature homotopique, il faut d’abord
s’affranchir de toute hypothese de différentiabilité et définir une notion de
feuilletage “singulier” valable sur des espaces topologiques, et qui généralise
la notion usuelle de feuilletage ainsi que celle de fibration principale. Dans
la suite, on note I' = I'}. On introduit alors naturellement la définition
suivante.

Définition 2.3.5. Soit X un espace topologique paracompact. Une structure
de Haefliger sur X a valeurs dans ' est une famille mazimale (U, ¢j;) ot
U = (U)ier est un recouvrement ouvert de X et (¢j;);icr une famille
d’applications continues

¢ji :U; N Uj — T
qui vérifie la condition de cocycle
5 = PP

sur les intersections U; NU; N U, Vi, 5,k € I.
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Remarque 2.3.6. La définition précédente a un sens pour un groupoide to-
pologique quelconque. Une structure de Haefliger sur un espace X a valeurs
dans T' est une classe d’équivalence de morphismes de groupoides topolo-
giques I'yy — T, ot U est un recouvrement ouvert de X. Lorsque I' = G
est un groupe, une structure de Haefliger sur X a valeurs dans G est une
G-fibration principale.

Si X est une variété lisse et si les applications
fi = s¢ii = tdsi : Uy — R

sont des submersions pour tout i dans I, on retrouve la définition des
feuilletages. On note H'(X,T') I'ensemble des structures de Haefliger sur
X. L’avantage essentiel que ’on a a considérer les structures de Haefliger est
le suivant : si Y est un espace topologique et H € H!(Y,T'), une application
continue f : X — Y induit automatiquement une structure de Haefliger
f*H € HY(X,T), ce qui est bien siir faux pour les feuilletages sans une
hypothese de transversalité.

En vue de classifier les structures de Haefliger, il faut d’abord commencer
par définir une relation d’équivalence convenable.

Définition 2.3.7. Deux structures de Haefliger Hy et Hi sur un espace X
sont concordantes (ou homotopes) s’il existe une structure de Haefliger H
sur le produit X x [0,1] tel que ifH = Hy, pour t = 0,1, avec iy : X —
X x {t} le plongement canonique.

Si Y est un espace topologique et H € H'(Y,T), deux applications ho-
motopes fy, f1 : X — Y induisent sur X des structures de Haefliger concor-
dantes. En fait, toute classe de concordance de structure de Haefliger sur
X s’obtient de la sorte : c’est le théoréme de classification de Haefliger.

Théoreme 2.3.8 (Haefliger). Il existe un espace topologique BT muni
d’une structure de Haefliger Hr qui classifie toutes les structures de Haefli-
ger au sens suivant : pour tout espace topologique X, I’ensemble des classes
de concordances de structures de Haefliger sur X est en bijection avec [’es-
pace des classes d’homotopies d’applications de X dans BT.

La preuve originale de Haefliger ([Hae58]) repose sur le théoreme de
représentabilité de Brown. Notons qu’on peut donner des constructions
explicites de I'espace BT : voir [Law77] pour une méthode analogue au
“joint infini” de Milnor ou [Tsu] pour une autre construction due & Segal.

Ainsi, toute structure de Haefliger sur un espace X est induite au moyen
d’une application classifiante f : X — BT, i.e. est de la forme f*(Hr) ol
‘Hr est la structure de Haefliger universelle sur BI'. Cependant, I'intérét de
ce théoréeme de classification pour ’étude des feuilletages n’est pas clair.
Il faudrait en effet pouvoir associer a chaque classe de concordance de
structures de Haefliger une classe d’équivalence convenable de feuilletages.
Commencons alors par la définition suivante.
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Définition 2.3.9. Deux feuilletages Fy et F1 sur une variété M sont concor-
dants s’il existe un feuilletage F sur le produit M x [0,1], transverse aux
sous-variétés M x {t} pour t = 0,1 et qui se restreint en Fy sur M x {0}
et en Fy sur M x {1}.

Il est clair que deux feuilletages concordants sont également concordants
en tant que structures de Haefliger, mais la réciproque semble déraisonnable.
En effet, supposons maintenant que X = M est une variété lisse. A toute
structure de Haefliger H sur M on peut associer un certain fibré vectoriel
v(H), que Pon appelle fibré normal & H. Si (U;, ¢ji)i jer est un cocycle
définissant H, alors (U, d¢;;)i jer est un cocycle a valeurs dans GL(g, R)
définissant ce fibré vectoriel v(H). Si H est un feuilletage, il est immédiat
que v(H) est un sous-fibré de codimension ¢ du fibré vectoriel tangent 7'M
et de plus, si H et H' sont concordants en tant que structures de Haefli-
ger, alors les fibrés v(H) et v(H') sont homotopes. Cela nous conduit a la
définition suivante.

Définition 2.3.10. Une classe de concordance tangentielle de structures
de Haefliger est la donnée d’une classe de concordance de structures de
Haefliger et d’une classe d’homotopie de plongements i : v(H) — TM.

On peut alors énoncer le théoréme fondamental de Thurston (voir [Law77]
ou [Thu74b], [Thu76] pour les papiers originaux).

Théoréme 2.3.11 (Thurston). Si M est une variété compacte, les classes
de concordances de feuilletages sur M sont en bijection avec les classes de
concordances tangentielles de structures de Haefliger.

Remarque 2.3.12. Dans le cas non compact, le théoréme reste vrai sous une
équivalence plus stricte (c¢’est un résultat de Gromov-Phillips-Haefliger).

En d’autres termes, si une structure de Haefliger sur M a un fibré normal
isomorphe a un sous-fibré vectoriel de T'M, alors c’est un feuilletage a
concordance preés. La preuve de ce théoreme (tres difficile) repose sur la
remarque suivante : on peut représenter toute classe de concordance de
structure de Haefliger sur une variété M par une fibration au dessus de M,
de fibre RY, munie d’un feuilletage transverse aux fibres. Expliquons cette
construction.

Rappelons qu’un fibré feuilleté au dessus de M est une fibration dont
I’espace total est muni d’un feuilletage transverse aux fibres et dont la pro-
jection restreint aux feuilles est un revétement. Ces feuilletages possedent
alors un morphisme d’holonomie global

h:m (M) — Diff(F)

ou F est la fibre type de la fibration (et réciproquement, tout fibré feuilleté
est la suspension de son morphisme d’holonomie). Les fibrés feuilletés sont
exactement les fibrés dont le groupe structural peut étre réduit a un groupe
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discret. On parle de micro-fibré feuilleté lorsque ’espace total admet un
feuilletage transverse aux fibres (ce qui est équivalent & lexistence d’une
connexion plate) et qu'il existe une section distinguée qui permet d’identi-
fier la base de la fibration a une feuille. On va associer a chaque structure de
Haefliger sur M un micro-fibré feuilleté (germinalement bien défini). Soit
(U, ¢4;) un cocycle définissant la structure de Haefliger H. Par compacité,
on suppose que le recouvrement (U;);cr est fini. Considérons les applica-
tions continues f; : U; — RI(f; = s¢y;), et pour tout ¢ € I, soit O; un
voisinage du graphe de f; dans U; x R?. On définit notre espace total

E=| |0/~

icl

ou la relation d’équivalence est donnée par (z,y;) ~ (z,y;) si et seule-
ment si y; = ¢3Lz(yl) pour z € U; NU;. Quitte a choisir les voisinages O;
suffisamment petits, la projection sur le premier facteur de E lui donne
une structure de fibré sur M, de fibre R? ainsi qu’une section continue
s : M — E donné localement par les f;, ¢ € I. De plus, les feuilletages
horizontaux de U; x R? (de feuilles U; x {c} pour ¢ € RY) se recollent en
un feuilletage F7; transverse aux fibres qui, considéré comme structure de
Haefliger, vérifie s*(Fp) = H. Bien sir, l'espace total E n’est pas canoni-
quement défini, mais si on fait un autre choix E’ avec une section s’, on
peut trouver un difféomorphisme d’un voisinage de s sur un voisinage de
s’, qui envoie s sur s’, préserve les feuilletages sur 1’espace total et respecte
la projection sur la base (c’est ce qu’on entend par germinalement bien
défini). On retrouve le fibré normal v(H) en prenant les espaces tangents
aux fibres le long de la section s.

Voici une illustration de la puissance du théoreme précédent. Puisque
tout fibré en droites réelles L exhibe un feuilletage transverse aux fibres
(son groupe structural O(1) = Z/2Z étant discret), on peut voir L comme
le fibré normal d’une structure de Haefliger sur M et par le théoreme de
Thurston, L est homotope au fibré normal d’un feuilletage de codimension
1. Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 2.3.13. Une variété compacte M posséde un feuilletage de
codimension 1 si et seulement si sa caractéristique d’Fuler-Poincaré est
nulle.

On est maintenant en mesure d’utiliser 1’espace classifiant BI'? pour
étudier Dexistence de feuilletages. En prenant la différentielle d’un élément
de T'?, on obtient une application I'Y — GL(g,R) qui induit une application
sur les espaces classifiants

v: BTy — BGL(q,R).

Une maniere plus abstraite de voir cette application est de remarquer que
lespace BI'? a une structure de Haefliger (universelle), donc un fibré normal
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(de dimension q) qui est classifié par BGL(q,R) : v n’est alors rien d’autre
que 'application classifiante.

Le probleme de 'existence de feuilletages sur M se ramene ainsi & un
probléme de relevement d’applications.

Question 2. Soit v : BTy, — BGL(q,R) lapplication définie plus haut.
Etant donnée une application continue f: M — BGL(q,R), admet-elle un

relévement f : M — BT tel que f=vf ?
BT,
F.7 l

M ;f> BGL(q,r)

e

En effet, si ’on se donne un sous-fibré vectoriel V de TM de codimension
g, son fibré normal TM/V est classifié par une application continue f :
M — BGL(q,R), et le fait de pouvoir relever cette application a BT
signifie que ce fibré normal est celui d’une certaine structure de Haefliger.
Le théoreme de Thurston nous garantit alors que V' est homotope au fibré
tangent d’un feuilletage. Il faut donc étudier ce probleme de relevement,
mais pour cela, on aura besoin de quelques notions de topologie algébrique.

Soit f : X — Y une application continue entre espaces topologiques, et
soit 'espace (le “mapping path space”)

X x; Y ={(2z,¢) € X x YT | c(0) = f(z)}

avec I = [0,1] et Y! I'ensemble des chemins continus ¢ : I — Y. On a alors
une application continue

f@ Xx;vl — Y
() — 1)

qui est une fibration (au sens ou elle possede la propriété de relevement des
homotopies). La fibre homotopique d’un point y appartenant & Y est par
définition I’ensemble f ~1(y). On a une équivalence d’homotopie h : X —
X Xg YT qui consiste & envoyer z sur (z,c;) ot ¢, est le chemin constant
égale & f(x), et qui vérifie f = fh. Ainsi toute application continue peut
étre considérée, a homotopie pres, comme une fibration. Avec ce forma-
lisme, on peut donner une maniere plus abstraite de voir ’homologie locale
d’un groupe (voir [Mat79] pour plus de détails). On suppose notre groupe
G localement contractile (ce qui est vérifié par tous les groupes que 1'on
considére dans ce texte). Soit G5 le groupe G muni de la topologie discrete
et i : Gs — G D'application identité. Puisqu’elle est continue, on peut voir
cette application comme une fibration, de fibre homotopique

G ={(g,¢) € Gs x GO | ¢(0) = g, ¢(1) = e}.
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Si 'on considere la topologie compacte-ouverte sur ’espace des chemins
et la topologie discrete sur les points de départs, G devient naturellement
un groupe topologique. On peut alors prouver que BG, I’espace classifiant
de G, est une réalisation du complexe de chaines que I'on a défini dans
la section précédente et que par conséquent ’homologie singuliere de BG
n’est autre que ’homologie locale du groupe G.

Revenons maintenant a notre probleme de relevement, et notons BI‘_Q la
fibre homotopique de 'application v : BI'j — BGL(q,R). Par la théorie de
lobstruction (voir [Bre93]), I'existence d’un tel relevement dépend de la to-
pologie de 'espace Bf_g, plus précisément des groupes H*(X, ﬂk_l(BF_g))
pour £ > 1. On est donc amené a regarder la topologie de cet espace,
qui comme on va le voir, est liée a I’homologie locale des groupes de
difféomorphismes.

On se donne G un sous-groupe de Dif f"(R?) (on pourrait tout aussi bien
prendre un sous-groupe de Dif f"(M) ou M est une variété de dimension
q). On a une fibration

G—Gs — G
qui nous donne une fibration au niveau des espaces classifiants
BG — BGs — BG.

De maniere plus concrete, BG classifie les G-fibrations, BGj classifie les
G-fibrations plates (existence d'un feuilletage transverse aux fibres) et BG
classifie les G-fibrations plates globalement triviales, i.e. les produits feuil-
letés N x R? dont I’holonomie est dans G. Si G fixait un point (disons
Porigine de R?) il y aurait un moyen naturelle de définir un morphisme de
groupoides injectif

G&%F;

en envoyant g € G5 sur son germe a l'origine, puis on aurait alors une tour
commutative

e H. M
2 Q3 »Q*!‘

G
Gs
G——GL

R)
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qui induirait au niveau des espaces classifiants

BG BTy,
BG, B}

|

BG — BGL(q,R).

Mais dans le cas général, on ne peut pas obtenir de telles applications.
L’astuce est alors de rajouter des parametres, i.e. de considérer le produit
G5 x RY et de définir un morphisme de groupoides

G5XRQ—>F2

en envoyant un couple (g,x) € Gs x R? sur le germe g” € I';. On obtient
alors le diagramme suivant

B(G x RY) BT
B(Gs x RY) BT

| l

B(G x RY) —> BGL(q,R).

On se spécialise maintenant au cas ot G = Dif f{;(R?) est le groupe des
C"-difféomorphismes de R? a support dans un disque U. L’application

B(é x RY) — BFZ

peut s’interpréter de la maniere suivante : I'espace B(G x R?) = BG x
RY possede un feuilletage de codimension ¢, transverse aux facteurs R4
donc une structure de Haefliger (avec une trivialisation globale de son fibré
normal). L’application

BDif fi;(R9) x RT — BI‘_Z
passe alors au quotient
2(BDif ff;(R7)) — BTy,

ou X est le foncteur de suspension. Par adjonction, on obtient une appli-
cation

BDiff;(R7) — QI(BT})

ou {2 est le foncteur de lacets. Voici alors le théoréeme de Thurston-Mather.
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Théoréme 2.3.14 (Thurston-Mather). L’application
BDif fi;(R1) — Q4(BT})
induit un isomorphisme en homologie intégrale, i.e.
H.(BDif ff;(R9),Z) = H.(Q4(BT}), Z).

Le cas ot ¢ = 1 est dii & Mather ([Mat73]) et le cas général a Thurston.
Une rédaction des idées de Thurston se trouve dans [Mat79]. On peut
remplacer dans le théoreme RY par une variété quelconque M de dimension
q et obtenir un isomorphisme

H.(BDif f;;(R?),Z) = H.(BDif fi (M), Z)

qui inclut comme cas particulier le théoreme 2.2.15 (avec * = 1 et r =
00). Une autre approche est de déduire directement le théoréme 2.2.15 du
théoréme 2.3.14 (comme cela est fait dans Pappendice de [Mat84]).

Pour conclure, donnons une application du théoreme précédent. Rappe-
lons qu’un espace topologique X est dit n-conneze si ses groupes d’homo-
topies jusqu’a l’ordre n sont triviaux. On sait depuis Haefliger (voir [Hae71])
que BF_g est g-connexe pour tout r, il est alors facile de déduire des théore-
mes 2.2.15 et 2.3.14 que BI'® est (¢ + 1)-connexe. Pour d’autres résultats
concernant la topologie des espaces BT, on renvoie le lecteur & la jolie
présentation de [Tsul.

2.4 Simplicité de Dif fj(M) pour r # 3

Dans les sections précédentes, on est parvenu a démontrer la simplicité du
groupe Dif f§° (M) pour une surface compacte M. Une étape essentielle de
la preuve était le cas particulier M = T? (le théoréme d’Herman-Sergeraert)
ol l'on a fait usage d’un théoreme d’inversion locale adapté aux problemes
de “petits diviseurs”. Dans le cas ou le degré de différentiabilité r est fini,
ces techniques d’analyse ne sont plus applicables et il faut donc d’autres
méthodes pour étudier la simplicité du groupe Dif f§(M) pour r € N*.

Le but de cette section est de donner quelques idées sur la preuve du
théoréme suivant, dit & Mather ([Mat74a],[Mat75] et [Mat84], voir [Eps84]
et [Hal95] pour plus de détails).

Théoreme 2.4.1 (Mather). Soit M wune surface compacte. Si r # 3,
alors le groupe Dif f§ (M) est simple.

Remarque 2.4.2. En fait, ce théoréme est valable pour une variété compacte
M quelcongue, sous la restriction v # dim(M)+1. La preuve est identique.

Commengons par deux simplifications immédiates. D’une part, au vu
du théoreme d’Epstein (annexe B), il suffit de prouver que ce groupe est
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parfait. D’autre part, il suffit de traiter le cas ot M = R? : en effet, par
le lemme de fragmentation 2.2.1 (et la remarque 2.2.3), tout élément de
Dif ff(M) est un produit de diffomorphismes & support dans des ou-
verts difféomorphes au plan R2, que 'on peut donc considérer comme des
difféomorphismes de R? & support compact. Notons Dif f§ .(R?) le groupe
des difféomorphismes du plan compactement C"-isotopes & l'identité. La
perfection de Dif f§ (M) est ainsi équivalente & celle de Dif f&c(R2), et on
peut reformuler le théoreme de Mather de la maniére suivante.

Théoréme 2.4.3 (Mather). Pourr # 3, le groupe Dif f§ .(R?) est par-
fait.

La preuve de ce résultat va passer par un contréle sur la dérivée d’ordre
r d'un élément de Dif f§ .(R?). On appelle module de continuité une fonc-
tion a valeur réelles «, continue et strictement croissante, définie sur un
intervalle [0,¢] pour un certain € > 0 et qui vérifie les propriétés sui-
vantes :

(1) a(0) =0;

(17) a(tz) < ta(z), pour x € [0,¢], t > 1 tels que tz € [0,€].
Un exemple classique de module de continuité est donné par la fonction
a(z) = 2° pour 0 < B < 1. On dit alors qu'une application entre espaces
métriques f : X — Y est a-continue s’il existe des constantes C, e’ avec
C >0et0<ée <e telles que pour tous x et y dans X,

d(z,y) <& = d(f(x), f(y)) < Cald(z,y)).

Pour a(x) = 2, une fonction a-continue est une fonction Lipschitz pour
B =1 et Holder pour 0 < 8 < 1. On définit de maniere évidente la notion
d’application localement a-continue, et on peut alors introduire la classe
de régularité C"™.

Définition 2.4.4. Soient U C R? un ouvert et f : U — R2. On dit que f
est de classe C™% si elle est de classe C" et que sa dérivée d’ordre r est
localement «-continue.

Les applications de classe C"* disposent de propriétés dont on fera usage
dans la suite :

(7) une somme d’applications C™® est C™%;

1) une composée d’applications C™* es o

%) posée d’applicati Cme est C™®

(ii7) Dinverse de classe C'! d'une application C™® est C™.
Pour les vérifications de ces propriétés, on peut consulter [Mat74a] ou
[Hal95].

Introduisons maintenant quelques quantités (semi-normes) mesurant la
taille des applications de classe C™®. Pour une application f : U — R? de
classe C™% avec « défini sur [0, ], on pose

o LI @) = D)
e p{ a(flz — 1))

171

oyl asty, ||x—y||§s}
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et si f est un C"“-difféomorphisme & support compact, on note

Ur,a(f) =|f - 1||r,a

en notant 1 'application identité. On aura besoin de I’estimation suivante,
qui résulte de la formule donnant la dérivée d’ordre r d’une composition.

Lemme 2.4.5. Soient r > 1 et o un module de continuité. Il existe § > 0
et C' > 0 tels que si f, g sont deux C™“-difféomorphismes a support compact
vérifiant pro(f) < 9 et pro(g) <0, alors

Mr,a(fg) < Hr,a(f) + Mr,a(g) + CUT,Q(f)Nr,a(.g)-

Pour un module de continuité a, on convient de noter Dif f§ .(R?, ) I'en-
semble des difféomorphismes de classe C™* qui sont compactement C"™-
isotopes a I'identité (i.e. I'isotopie est & support compact et elle est de classe
C™?). D’apres ce qui précede, ’ensemble Diffgyc(RQ, «) a une structure de
groupe topologique (pour la topologie C™%). En raison de ’égalité

Dif 5 (R*) = | Dif f5 .(R?, )

ou l'union est prise sur tous les modules de continuité, il est suffisant
d’établir la perfection de Di f fg,c(}R27 «) pour tout module de continuité a.

On suppose désormais r > 3 (le cas ot 1 < r < 3 est en quelque sorte
symétrique et se démontre de maniere analogue, voir [Mat75]) et on fixe
un module de continuité «. Le probleme est le suivant : étant donné un
élément f appartenant & Dif fg,C(RQ, «) proche de l'identité, on cherche a
résoudre 1’équation

f=lur,v]... [un,vs)

avec des inconnues u;,v; € Diffg’C(RQ,a) pour 1 < i < n. En notant [f]
la classe d’équivalence de f dans ’abélianisé de Dif fgyc(RQ, a), Péquation
se lit plus simplement

[f]=0.

On va expliquer comment Mather parvient a résoudre cette équation par
un argument astucieux ayant recours au théoreme de point fixe de Leray-
Schauder.

La construction fondamentale est la suivante. On se fixe un réel A >
1 (qui sera appelé a étre grand) et on introduit une suite croissante de
rectangles (voir la figure 2.6)

Dy = [-2,2]> € Dy = [-2,2] x [-24,24] C Dy = [-2A4,2A4]*.
Pour i = 1, 2, il existe une application

v, U, — Dz'ffo{c(R?)
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Dy Do

FiGc. 2.6 - Dy C Dy C Dy

Ui={ue Diff&c(RQ) | supp(u) C Di—1}

est un Cl-voisinage de I'identité dans I’ensemble des C''-difféomorphismes
de R? & support dans D;_1, et telle que U, (U;) soit inclus dans U, 4;. Cette
application ¥; vérifie les propriétés suivantes, pour tout u appartenant a

(1) (1) =1;

(2) siu est de classe C™%, il en est de méme pour ¥;(u);

(3) l'application ¥; restreinte aux C"-difféomorphismes est continue ;
(4) siu est de classe C™%, alors [u] = [W;(u)] dans Dif f§ .(R? ) ;
(5) il existe § > 0, C' > 0 tels que si u est de classe C™%, alors

fir,a(t) <0 = pir,a(¥i(u) < CApya(u).

Remarquons que par les propriétés (1) et (3), quitte a rétrécir U;, on peut
supposer que u est isotope a l'identité par une isotopie a support dans
lintérieur de D;_1 et que ¥;(u) est isotope a identité par une isotopie &
support dans l'intérieur de D;. En utilisant ceci ainsi que la propriété (2),
on obtient que si u est de classe C™, u et W;(u) sont dans Dif f§ .(R?, ),
ce qui nous assure que la propriété (4) a bien un sens. La propriété (4) et
Pestimation (5) seront cruciales.

Admettons pour le moment 'existence de ces applications ¥; et de leurs
propriétés et montrons dans ce paragraphe comment le théoreme 2.4.3 s’en
déduit. On note (abusivement) A I'application de R? qui est la multipli-
cation par le réel A. Prenons f dans Dif fg .(R? a) proche de I'identité
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et a support dans l'intérieur de Ds. Pour u appartenant a Dif fg,c(RQ, a)
également proche de I'identité et a support dans I'intérieur de D5, on définit
le difféomorphisme

0= Uy0 (Afud™r).

Puisque [AfuA~'] = [fu] dans Dif f§ .(R?, a) (on peut facilement construire
Ae Diff&c(RQ,oz) tel que A‘Dz = A), on obtient

[a] = [fu]

par la propriété (4). Ainsi, si 'on parvient & trouver un difféomorphisme u
tel que @ = w, on obtient le résultat escompté, & savoir [f] = 0. On note
alors R4 s(u) = @, et Pon part ainsi & la recherche d’un point fixe, dans un
espace convenable, pour R4 ¢. Pour € > 0, on définit la boule

B. = {u€ Diff§ (R%,0) | supp(u) C int(Ds), fira(u) < e}.

Il n’est pas difficile de vérifier que, pour la C"-topologie, B, est un compact
convexe. Par le théoreme de point fixe de Leray-Schauder, toute application
continue de B. dans lui-méme possede un point fixe. On définit alors

Ray:B. — Dz’ff&c(RQ,a).

Par la propriété (3), Ra s est continue. Il suffit donc d’établir le lemme
suivant.

Lemme 2.4.6. Avec les notations précédentes, il existe un réel A ete > 0
tels que si piro(f) < e, alors

R, f(B:) C B..
Démonstration. Soit u € B, par le lemme 2.4.5, on obtient
tro(fu) < 3e
pour ¢ suffisamment petit. De 'inégalité
pra(Afud™) < AT o (fu)

il vient

fira(AfuAd™) < 3A7e.

On fixe maintenant ¢ suffisamment petit pour que l'on puisse appliquer la
propriété (5) & Afud=! et Ui (AfuA~1) et obtenir

una(RA,f(u)) < 3C%2A T2

ou C est la constante (indépendante de A) apparaissant dans 1’estimation
(5). On a 1 —r + 2 < 0 par hypothese (c’est ici qu’intervient la condition
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sur le degré r), donc en fixant A suffisamment grand, on a 3C2A~"+2 < 1
ce qui donne
,ur,a(RAyf(u)) <e.

De plus, on vérifie facilement que R4 ¢(u) est & support dans 'intérieur de
D5, ce qui conclut la preuve du lemme. O

D’apres la discussion précédente, il nous reste donc a construire notre
application ¥, et de vérifier les propriétés de (1) a (5). Dans la suite, on ne
précise plus que ¢ = 1,2 pour ne pas alourdir le texte. Cette construction
étant longue et parfois technique, on va seulement en donner une idée et
Pon renvoie & [Mat74a] ou [Hal95] pour des arguments détaillés.

(a) Construction de transformations auziliaires.

Dans ce paragraphe, on construit quelques transformations qui vont nous
étre utile pour établir un critére de conjugaison. On se donne p une fonc-
tion lisse & valeurs réelles, a support dans [—2A4 — 1,24 4 1] et qui vaut
identiquement 1 sur [—2A, 2A4]. Par abus, on note encore p la fonction sur
R? définie par

p(x1,22) = p(z1)p(2)

et qui est & support dans [-24 — 1,24 + 1]2. On note 9; le i-éme champ
de vecteurs coordonnées, et ’on définit

7; = exp(pd;)

i.e. 7; est le temps 1 du flot de pd;. Notons que 7; est un difféomorphisme
a support dans [-2A — 1,24 + 1]%2. On définit également une application
i, uniquement déterminée par les conditions suivantes :

(i) son domaine de définition est

Dom(gp;) = {x € R? | || <24+ 1, j #i};

(@) (i)«(0:;) = pdi;

(i) @iipy = 1.
L’application ¢; est ainsi un difféomorphisme sur son image, elle préserve
les droites dont la coordonée x;, j # ¢, est constante et “contracte” la
bande Dom(yp;) sur le carré [—2A — 1,2A + 1] (voir la figure 2.7). Une
maniere équivalente de définir ¢; est de prendre (¥!);cr le flot de pd; et de
poser

e1(z1,22) =911 (0,22) 5 w2(w1,22) = ¥5° (21, 0).

Enfin, notons T; la translation unitaire dans la ¢-eme direction. Ainsi
T; = exp(0;)

et puisque 7; = exp(pd;) et (;).(0;) = pd;, il est clair que ¢; conjugue T;
ATy, de 7= Ti() 1t
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E Ty =24+1
Imélgol)
$1 X $1
> H <«
Do
Dom(¢1) Dom(p1)
2y = —24—1

FiG. 2.7 — Action de ¢,

(b) Un lemme de conjugaison.

Soient u et v des C™*-difféomorphismes, tous deux a support dans Dy
et C'-proches de l'identité. On donne dans ce paragraphe une condition
suffisante pour que les difféomorphismes 7;u et ;v soient conjugués dans
Diffgyc(]Rz, «), par un procédé d’ “enroulement” de u et v.

On introduit les cylindres C; = TxRet Co =R x T et 1; : R2 — C;
la projection canonique. On note p; : R? — R I’application qui oublie la
i-eme coordonnée et, de maniere abusive, on note également p; : C; — R.
On définit alors une application

de la maniere suivante. Soient ¢ appartenant & C; et = un élément de R?
qui releve ¢ (i.e. mi(x) = () et qui vérifie z; < —2A. On se donne N
suffisamment grand pour que

(T)™ (2)); > 24.

On pose alors
Li(w)(¢) = mi((Tru)™ (x)).

On vérifie sans peine que I'; (u) ne dépend pas du choix de N et de x puisque
u est l'identité a I'extérieur de Dy. En faisant une construction similaire,
on montre que I';(u) est inversible et que c’est donc un difféomorphisme
de classe C™“ (au sens ou ses relevés a R? sont des difféomorphismes de
classe C™*). Remarquons que I';(1) = 1 et si ¢ vérifie |(;| < 24 pour j
différent de i, alors I';(u)(¢) = ¢. L’application I'; est définie sur un en-
semble de difféomorphismes, & support dans Dy, et C'-proches de I'identité
dans Dif f§ .(R?, a) et elle est & valeurs dans I'espace Dif fg .(Cs, ) : pour
la C"-topologie sur I'espace de départ et I'espace d’arrivée, I'; est continue.
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De plus, on peut estimer explicitement i, o(I';(u)) en fonction de gy o (u)
a Paide du lemme 2.4.5 (voir [Eps84] ou [Hal95] pour ces vérifications).

On a une action évidente de T sur notre cylindre C;. On note G; le groupe
des difféomorphismes de C;, de classe C™* et équivariant sous l'action de
T. Voici le lemme de conjugaison de Mather.

Lemme 2.4.7 (Mather). Soient u et v des C™*-difféomorphismes d sup-
port dans Dg et Ct-proches de lidentité. Si T;(v)Ti(u)~! appartient a G,
alors les difféomorphismes T,u et ;v sont conjugués dans Diffgﬁc(R{a).
En particulier, on a

[u] = [v] € Hy(Diff5 . (R?, ).

La preuve de ce lemme est technique, on va seulement donner 1’idée et
on renvoie aux références pour les détails. Il n’est pas difficile de voir que
pour N suffisamment grand, I’application

Ai(w) = (Tr)™ (Tru) ™ (2)

définit un difféomorphisme de R? de classe C™ qui conjugue Tyu et Tjv.
Maintenant, on dispose d’'un difféomorphisme

@i : Dom(p;) — [-24 — 1,24 + 1)?

qui conjugue T; et 7;. Ceci implique que LpiAigp;I conjugue T;u & T;v mais
seulement sur son domaine de définition, & savoir [-24 — 1,24 + 1]%. Le
probléme (technique) est donc de prolonger o;A;¢; * en un difféomorphisme
de R? de classe C™®, et c’est ici qu'intervient I'hypothese essentielle que
[;(v)[(u)~! commute & Paction de T.

(c) Construction des applications V.

Passons maintenant a la construction des applications ¥;. Rappelons
que pour un élément v & support dans l'intérieur de D;_;, de classe C*
et C'l-proche de Iidentité, on souhaite définir v = W¥;(u) & support dans
l'intérieur de D;, de classe C' et C'-proche de l'identité.

Notons 6; la coordonnée angulaire de C;. Si u est suffisamment petit, il
existe un unique difféomorphisme h; de C; tel que h; soit I'identité sur {; =
0} et qui vérifie hiFZI(u) € G;. De manicre équivalente, g; = hiffl(u) est
l'unique élément de G; qui coincide avec I';(u) sur {6; = 0}, on peut alors
donner une formule explicite, par exemple

g1(9, ’I“) = Fl(u)(ovr) + (9’0) ; 92(T7 0) =I4 (U)(’I“, O) + (Oa 9)

De plus, h; est proche de l'identité car c’est le cas pour I';(u). En utili-
sant une fonction plateau, on peut décomposer h; = hih? avec hl, h? des
difféomorphismes de C; tels que h} soit I'identité au voisinage de {6; = 0}
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et hY soit I'identité au voisinage de {6; = 1/2}. Introduisons maintenant
les ensembles

E ={zeR?| -3/2<x,<—-1/2} ; Ef={zecR*|0<uz; <1}

et définissons un difféomorphisme v de R? de la maniére suivante : v est
I'identité sur R? \ (E; U E;"), il est semi-conjugué a kY sur E;, i.e.

(771‘71)|E; = (h?m)w;
et il est semi-conjugué & h} sur E;", i.e.
(771'”)\}53' = (hzlﬂi)\E:"

On pose finalement ¥;(u) = v. Le difféomorphisme u étant & support dans
D;_1, il est clair que ¥;(u) est & support dans D;. Par construction, on a

Ti(v) = hlhO = h;

de telle sorte que T';(v)T'; ' (u) appartienne & G;. Les diffomorphismes 7;u
et 1;v sont donc conjugués dans Diffg’C(RQ, «) par le lemme 2.4.7, ce qui
permet de conclure que

[u] = [¥i(uw)] = [v] € Hi(Dif fg (R?, a)).

On obtient ainsi la propriété (4). Les propriétés (1) et (2) sont évidentes
par construction. La propriété (3) provient du fait que 'application T'; est
continue pour les C"-topologies. Enfin la propriété (5) résulte essentielle-
ment de 'estimation de p, o(I';(w)) en fonction de pr q(u). Ceci termine
I’esquisse de la preuve du théoreme de Mather 2.4.3.

Terminons ce chapitre par quelques remarques. Comme il a déja été
mentionné, 'argument précédent montre de maniere plus générale que le
groupe des C"-difféomorphismes d’une variété compacte M de dimension
n est parfait si r # n + 1. En termes d’espaces classifiants de feuilletages
(voir la section précédente), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.8. L’espace BI'7 est (n + 1)-connexe pour r #n + 1.

Pour r = 400, ce schéma de démonstration a été adapté par Epstein
([Eps84]) pour redémontrer la simplicité du groupe Dif f5°(M) pour une
variété compacte M.

Enfin pour r = n+1, la question reste totalement ouverte. Pour illustrer
la subtilité de ce probléeme, mentionnons un tres joli exemple di a Mather
([Mat85]). En notant G le groupe des C'!-difféomorphismes de R & support
compact et dont la dérivée est a variation borné, on peut construire de
manieére simple un morphisme de groupe surjectif

mT:G— R

et en déduire que ce groupe G n’est pas parfait. En revanche, la restric-
tion de ce morphisme au groupe des C2-difféomorphismes de R & support
compact est identiquement nulle.



Chapitre 3

Difféomorphismes
conservatifs

Soit M une surface compacte munie d’une forme volume w, i.e. d’une
2-forme différentielle lisse sur M partout non nulle, que I’on suppose nor-
malisée par fM w = 1. Une application lisse g : M — M préserve ’aire si on
a g*w = w, ce qui revient a demander que son jacobien soit constant égal a
1. On note alors Dif f>°(M,w) le groupe des difféomorphismes préservant
Paire, et Dif f>°(M,0M,w) son analogue dans le cas & bord.

Contrairement au cas non conservatif, on va montrer que la composante
connexe de l'identité de ces groupes n’est pas simple en général. En effet,
sous ’hypothese de non-nullité du premier groupe d’homologie de M, on
sait construire un morphisme de groupe non trivial de Dif f§°(M,w) vers
R. Donnons un exemple simple d’un tel invariant sur le tore T2.

Soit » € Diff$°(T? w), ot w est une forme volume quelconque (on
pourrait en fait choisir la forme volume canonique sans perte de généralité).
On voit T? comme R?/Z? et on reléve ¢ en un difféomorphisme du plan
@ en relevant une isotopie de ¢ a 'identité. Ainsi ¢ commute a laction de
71 (T?) = Z2 sur R?, donc si on se fixe un point € T? et un relevé 7 de
z, le vecteur ¢(7) — ¥ € R? ne dépend que de x (et pas de 7). Il mesure le
déplacement de x sous l’'isotopie, i.e. le nombre de tours sur le tore, dans les
directions verticales et horizontales, qu’effectue x sous ’action de 'isotopie.
Si pu désigne la mesure de probabilité associée & w (i.e. u(A) = [, w), on
définit alors le déplacement moyen de I’isotopie par le vecteur

/ ($(&) — F)du(z).
T2

Quitte & considérer ce nombre dans T2, il ne dépend plus que de ¢ et L.
On le note p(p, 1) : c’est le vecteur de rotation (ou de translation) de ¢

62
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associé a u. L’invariance de p entraine facilement que I’application

p : Diffe*(T*w) — T2
® s p(p, 1)

est un morphisme de groupes et en particulier que p(p, 1) est un invariant
de conjugaison. Ce morphisme est évidemment surjectif : la rotation R, de
vecteur o € T? a bien siir un vecteur de rotation c. Son noyau définit ainsi
un sous-groupe normal propre de Dif f§°(T?, w).

Dans ce chapitre, on va commencer par généraliser cette construction
a une surface compacte M quelconque, et ce de diverses manieres sous
le nom générique de premier invariant de Calabi. Ceci établira la non-
simplicité de Dif f§°(M,w) pour toutes les surfaces mises a part la sphere
et le disque. On étudiera ensuite le noyau de ce morphisme, qui coincide
avec le groupe des difféomorphismes hamiltoniens. Si M est sans bord, on
expliquera un théoreme de Banyaga qui énonce que ce noyau est simple. Si
M est a bord, on construira un second invariant de Calabi sur le groupe
des difféomorphismes hamiltoniens ; le théoreme de Banyaga affirme encore
une fois que le noyau de ce second invariant est simple.

3.1 Premier invariant de Calabi

Pour simplifier, on va commencer par le cas ou notre surface M est
fermée. On peut naturellement se demander si le choix de w a une quel-
conque influence sur les propriétés algébriques de Di f f§°(M,w). La réponse
est donnée par le théoréme classique suivant ([Mos65]).

Théoreme 3.1.1 (Moser). Soient wy,w; deux formes volumes sur M
de masse totale 1. Alors il existe un élément ¢ dans Dif f§°(M) tel que
prw; = wy.

En particulier, les propriétés algébriques de Dif f§°(M,w) ne dépendent
pas du choix de w car deux formes volumes distinctes nous donnent des
sous-groupes conjugués dans Dif f§°(M).

Démonstration. Voici une preuve “a la Moser”. Considérons le chemin de
formes volumes w; = tw; + (1 — t)wp (Pensemble des formes volumes est
convexe). Il suffit de trouver une isotopie (¢");cjo,1] dans Dif f5°(M) qui
vérifie, pour tout ¢ appartenant a [0, 1],

T _
P Wt = wo
: 3 > s (0F3 —
car son temps 1 est une solution & notre probleme. Puisque ¢"*wg = wy,
on est donc ramené a I’équation

d .
E(Qﬂt (Ut) =0.
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Remarquons que pour résoudre cette équation, il suffit de trouver un champ
de vecteurs X; (dépendant du temps) tel que

d
Etht + Ewt =0

car par compacité de M, X; s’intégrerait en l'isotopie recherchée. D’une
part, puisque w; est fermée pour tout ¢ dans [0, 1], la formule de Lie-Cartan
nous donne Lx,w; = dix,w;. D’autre part,

d

—wp = wy — W

pT 1 0
est cohomologue & zéro car [, wo = [,, w1, elle s’écrit donc do pour une
1-forme a. Tout revient alors a résoudre 1’équation

iXt Wy + o= 0
qui possede évidemment une solution X; par non-dégénérescence de w;. [

Passons maintenant a la construction d’'un morphisme non trivial sur le
groupe Dif f§°(M,w), qu’on appelle “premier invariant de Calabi” ([Cal70]).
Il y a plusieurs constructions possibles, avec des interprétations différentes
selon que l'on considére ce morphisme a valeurs dans le premier groupe
d’homologie ou de cohomologie. Dans tous les cas, il est plus commode de
commencer par définir ce morphisme sur les isotopies.

On note Dif f§° (M, w) le revétement universel de Dif f§°(M,w). Par le
théoreme de Moser, Dif f§° (M) agit transitivement sur Pespace V(M) des
formes volumes normalisées, avec un sous-groupe d’isotropie qui est par
définition Dif f5°(M,w). L’espace V(M) étant convexe, on déduit de la
suite exacte d’homotopie associée a la fibration

Dif f5°(M,w) — Dif f5°(M) — V(M)

que la premiere inclusion est une équivalence d’homotopie. En particulier,
puisque Dif f§°(M) est localement contractile, il en est de méme pour le
groupe Dif f§°(M,w). Ainsi, un élément de Dif f§°(M,w) est une classe
d’homotopie (& extrémités fixes) de chemins

L 0] ot € Dif feE(M, )
avec ¥ = 1.

Prenons donc ® = (¢"),¢[0,1] une isotopie dans le groupe Dif f5°(M,w)
et soit X; son champ de vecteurs tangent, i.e. le champ défini pour tout ¢
dans [0, 1] par
d ,
2ot = X,
dtso tp
Puisque ® préserve l'aire, la divergence de X; est nulle donc la 1-forme

ix,w est fermée pour tout ¢ appartenant & [0, 1].
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Définition 3.1.2. Le flux d’une isotopie ® dans Dif f§°(M,w) est défini
par la classe de cohomologie

Fluz(®) = /Ol[ixtw]dt € H'(M,R).

En réalité, le flux de ® ne dépend que de la classe d’homotopie de ®
(& extrémités fixes). Pour montrer cela, on va donner une interprétation
géométrique du morphisme de flux (voir la figure 3.1). En utilisant I'identifi-
cation

HY'(M,R) =~ Hom(H,(M,R),R)
regardons l'action de Fluxz(®) sur [y] € H1(M,R).

Lemme 3.1.3. Le nombre Fluxz(®).[y] représente l'aire algébrique balayée
par le lacet v sous l’isotopie ®. En particulier, il ne dépend que de la classe
d’homotopie de .

@' (7)

S

F1a. 3.1 — Interprétation géométrique de Fluz(®P).y

Démonstration. On calcule

Flux(®).[y] = /OIXYiXtht

1 1
A

(X1 (5)),3(5))drds
- [ @y
[0,1]xT

ot v : [0,1] x T — M est définie par ®v(t,0) = ¢'(y()). Le flux ne
dépend que de la classe d’homologie de ~y, puisque si 7" est homologue & ~,

S—
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le théoreme de Stokes et le fait que i x,w soit fermée pour tout ¢ implique

que
/ith:/ ixtw.
vy v’

Flus@) ] = [ (@)

[0,1]xT

La quantité

s’interprete bien comme ’aire algébrique du “cylindre singulier” bordé par
v et ©!(y) et balayé par ®.

Donnons-nous maintenant ®’ une isotopie homotope (& extrémités fixes)
a ®@. Il s’en suit que (P’'y)*w est cohomologue & (Pv)*w, et donc par le
théoreme de Stokes, Fluz(®).[y] — Fluz(®).[y] est une intégrale sur le bord
de [0,1] x T, qui s’annule car 'homotopie entre " et ® est & extrémités
fixes. Ceci prouve que Fluz(®).[y] ne dépend que de [P]. O

Proposition 3.1.4. Le flux définit un morphisme de groupe surjectif

Flux : Diff*(M,w) — HY(M,R)
(@] — [ [ixwdt.

Démonstration. Le lemme précédent nous assure que
Fluz : Dif f°(M,w) — H'(M,R)

est une application bien définie.
On vérifie facilement que c’est un morphisme de groupes : il suffit de

considérer la loi de groupe dans Dif f§°(M,w) comme la concaténation
des chemins puis d’utiliser la linéarité de 'intégrale pour obtenir

Fluz(® * V).[y] = Fluz(9).[y] + Fluz(®).[v' (7)]

et on conclut en utilisant le fait que [¢!(y)] = []. Enfin, si « € H*(M,R),
la non-dégénérescence de w nous donne un unique champ de vecteurs auto-
nome X tel que ixw = «, son flot (¢");e(0,1] vérifie alors Fluz((¢")iecp0,1]) =
«, ce qui démontre la surjectivité.

On définit le groupe de flux par
T, = Flux(mi(Dif f§°(M,w))) € H' (M, R).
En notant

Pw:{/cwCeHQ(M,Z)}gR

le groupe des périodes de w, le groupe de flux I, est en fait un sous-groupe
de HY(M,P,). En particulier, T',, est toujours dénombrable. On obtient
ainsi un morphisme surjectif

Fluz : Dif f§°(M,w) — H'(M,R)/T,
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que l'on appelle encore morphisme de flux (et que ’on note abusivement de
la méme maniere). Voyons ce que devient ce morphisme sur des exemples.

Exemple 3.1.5 (La sphere S?). Son premier groupe de cohomologie est
trivial donc il en est de méme du morphisme de flux.

Exemple 3.1.6 (La surface X , g > 1). La situation est maintenant
plus intéressante. Dans ce cas, le morphisme est non trivial mais

Ly = Flux(m (Dif f5°(3g,w)))

est trivial car Dif f5°(3q,w) est contractile. Voici une petite explication de
ce fait. Par une remarque précédente, il suffit de prouver que Dif f§°(34)
est contractile, car il a le méme type d’homotopie que Dif f§° (X4, w). Pour
cela, on considére M(X,) Uespace des structures (presque) complexes sur
Yy. On fait alors agir Dif f§°(X,) sur M(X,), et on montre que cette
action est propre et libre et nous donne une fibration au dessus du quotient

M(Xg)/Dif f5° (%)

qui s’identifie naturellement a lespace de Teichmiiller de ¥,. Ce dernier
est contractile (car homéomorphe a R%9~5 wia les coordonnées de Fenchel-
Nielsen). L’espace total M(32,) étant contractile, la suite exacte d’homoto-
pie associée a la fibration nous donne la contractibilité de Dif f§°(X4) (pour
plus de détails, voir [EE69]). Au final, on obtient

Fluz : Dif f°(2,,w) — H'(Z,,R) = R,
Exemple 3.1.7 (Le tore T?). Cette fois ci, on trouve
i (Dif f5°(T? w)) = 2

avec des méthodes analogues auz précédentes. On a alors T, = H'(T? Z)
et on obtient donc

Flux : Dif f§°(T?, w) — H*(T? R)/H'(T? 7) = T2

On peut méme donner une formule explicite dans ce cas (voir [MS98] pour

le calcul). Soient ® = (¢")se01] un €lément de Dif f§°(T?,w), et P =
(@t)te[o,u son relevement a R? tel que @0 soit Uidentité. Alors en notant

(@ra2) = 7 [ (6() = )dula) € B2

ou J est la structure complexe canonique de R?, on trouve

Fluz(®) = aydxy + asdrs € H (T? R).
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Le flux est donc nul si et seulement si
L@@ = &)dutz) =0
T2

ce qui signifie géométriquement que ¢ (ou plus exactement @) préserve le
centre de masse.

Remarque 3.1.8. Le groupe de flux T, est toujours dénombrable. Une ques-
tion, connue sous le nom de la conjecture du flux et qui fit longtemps
un probléme ouvert, était de savoir si I'y, est un sous-groupe discret de
HY(M, P,) (pour la topologie induite). On vient de voir que c’est toujours le
cas pour les surfaces fermées (c’est aussi vrai pour les surfaces ouvertes car
alors le groupe est trivial, voir plus loin), la question est donc intéressante
pour les variétés symplectiques (M,w) en dimension plus grande. On peut
montrer sans trop de difficulté que la réponse est positive siw est a périodes
entiéres (i.e. P, est discret, comme pour le tore T?™ muni de sa forme sym-
plectique canonique) ou si w provient d’une forme de Kdhler (comme pour
CP™ muni de la forme de Fubini-Study).

Cette question est importante car elle équivaut a la fermeture du groupe
Ham(M,w) dans Symp(M,w) pour la topologie C (voir la prochaine sec-
tion pour les définitions). D’autres cas particuliers ont été résolus, mais ce
n'est que trés récemment que Ono ([Ono06]) a démontré le résultat dans
toute sa généralité pour une variété fermée.

Donnons maintenant une autre construction, équivalente au morphisme
de flux, & valeurs cette fois dans le Hy(M,R) (voir [Ghy03] par exemple).
C’est la notion de cycle asymptotique de Schwartzman (ou de vecteur de
rotation, par analogie avec le cas du tore).

Pour ® un élément de Dif f§°(M,w), on définit Sch(®) € H1(M,R) par
son action sur les classes de cohomologie de 1-formes différentielles fermées.
Prenons x dans M, et notons g ; le chemin de z & (x) obtenu en suivant
lisotopie. Soit [a] € H'(M,R) une classe de cohomologie, on peut alors
intégrer I'un de ses représentants le long de la courbe 7g , pour obtenir
une fonction de x puis faire la moyenne sur M. On pose

Sch(®).a = /M ([Mm a) du(z) € R.

Si o est exacte, on vérifie sans peine que Sch(®).ac = 0 (essentiellement
parce que ¢ préserve la mesure) donc Sch(®) est bien défini sur le H' (M, R).
La linéarité de l'intégrale nous donne aussitot que Sch(®) est une forme
linéaire, donc Sch(®) est un élément de Hq(M,R).

Comme pour le morphisme de flux, cette expression ne dépend que de la
classe d’homotopie a extrémités fixes de ®, donc on a une application

Sch : Dif foo(M,w) — Hy(M,R).



Abed Bounemoura 69

De plus, si ¢ est le temps 1 d’une isotopie ¥ € D/z'}f/go(M, w), on a

Sch(®*¥).a = /([H*\H )du()

( - ) ”/M (/%7#}(“0!) dp(x)
e ([ o)

.
= Sch(¥).a+ Sch(P).«

Tout ceci nous assure que 'invariant de Schwartzman définit bien un mor-
phisme de groupes. Le lien avec le morphisme de flux s’obtient par dualité
de Poincaré :

/MFlux(fb)/\a = /M </01ixtwdt> Aa

Il
=
c\)_‘

g‘

&

>

Q

QU

Py

ce qui nous donne bien
/ Fluz(®) AN = Sch(®).a.
M

Comme pour le morphisme de flux, on définit
Sch : Dif f5°(M,w) — Hy(M,R)/T'.,
ou I'!, = Sch(m (Dif f§°(M,w))).

Exemple 3.1.9 (Le tore T?). Prenons ¢ un élément de Dif f§°(T?, w),
temps 1 d’une isotopie ®. Soient ¢ un relevé de ¢ obtenu en relevant l’iso-
topie, et & un relevé de x. On souhaite vérifier directement que Sch(p) nous

donne le vecteur de rotation. Pour cela, soit dx1,dxs la base canonique de
HY(T2%,R), on a alors

(/ dxl,/ das2> =p(3) — 7 € R?
Vo, Yo,z
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ce qui nous donne Sch(®) = [, (p(Z) — &)du(x), et donc en éliminant la
dépendance vis-a-vis du choiz de l'isotopie @ (et donc de @), on a bien

Seh(p) = /M@(az) ~ B)du(x) € T

Donnons enfin une derniere approche plus “dynamique” de cet invariant,
proche de l'idée originale de Schwartzman (voir [Sch57]). Revenons un
instant a notre exemple introductif, a savoir le vecteur de rotation d’'un
difféomorphisme du tore isotope & Iidentité. Soient ¢ € Dif f§°(T? w) et
@ un relevé de ¢. On se donne un point = dans T? et un relevé & dans R2.
On peut alors lui associer un vecteur de rotation p(p, %) appartenant & R?
si la limite 1

S ney o~
p(@,7) = lim —("(2) - 2)
existe. Un autre choix pour ¢ ou # nous donne la méme limite modulo
Z2, on peut donc définir un vecteur p(p,z) € T2. Une simple application
du théoréme ergodique de Birkhoff nous assure que p(y,x) existe pour
u-presque tout x et que sa valeur moyenne est

/T2 plp, x)dp(z) = p(p, ).

C’est cette version “asymptotique” que l'on va généraliser aux surfaces
quelconques. On reprend les notations précédentes.

Commencons par étendre notre isotopie ® = (¢");cj0,1] pour des temps
t € R par la formule

Ot = ptol,

Notons 7, () le segment d’orbite entre x et ™ (x) pour un entier n, et 4, (x)
le lacet obtenu en fermant le chemin v, (z) par une géodésique minimale
entre x et ™ (x) (on a seulement besoin de joindre deux points quelconques

par une courbe de longueur uniformément bornée).
Alors [3,,(z)] € H1(M,R), et la limite

. 1.
p(®z) = lim —[in(2)]
si elle existe, représente le “déplacement homologique moyen” de x sous
I'isotopie. Son action sur les classes de cohomologie [a] € H(M,R) est
donnée par

n—-+4oco n

1
p(®,x).a= lim —/ a.
An ()

Nous allons montrer que cette limite existe pour u-presque tout x et qu’en
notant

p(‘b,u)z/M p(‘b,x)dp(x):/

M

(250 dute)

n—-+oo n
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on a l'égalité
SCh((I)) = p((I)alu’) € Hl(MvR)

Pour vérifier cette relation, étudions I'action de p(®, u) sur [a] € H'(M,R).
On veut donner un sens a l’expression suivante :

1
p@,u.a:/ lim —/ a | du(z).
[ Lo
;;/n(w) 'Yn(lv) c

ol ¢ est une géodésique minimale entre x et " (z), donc | [ a| < K avec
une constante K qui ne dépend ni de x, ni de n. L’expression

1 1 n—1 1 n—1
- a== al == fl¢'w)
n /mx) n kz:: </m(<pk(x)) ) n kz:o

0

est une somme de Birkhoff pour la fonction f(z) = [

71
)
— Q.
n ’Yn($)

pour u-presque tout point x. Puisque

() O C€ qui prouve
la convergence de la suite

la suite

]
— [0
S5, ()

converge également p-presque partout et vers la méme limite. De plus, le
théoréme de Birkhoff nous donne la moyenne de cette limite

p@ma= [ (nﬂffm - / . a) dute) = | ( / y a) dp(z).

Ceci montre bien que Sch(®) = p(®,u), puisque le chemin ~;(x) est
exactement ce qu’on avait appelé vg , précédemment.

Remarque 3.1.10. Dans le dernier chapitre, on donnera encore une autre
construction de ce morphisme, valable dans un cadre purement topologique.
On peut d’ores et déja remarquer que l'on peut définir p(®, ) pour une me-
sure borélienne invariante y arbitraire, et pas seulement pour une mesure
provenant d’une forme volume.
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Toutes les constructions précédentes restent valables pour une surface a
bord M, sous la restriction que l’isotopie fixe un voisinage du bord. On
peut méme donner une formule plus simple, car dans ce cas la forme sym-
plectique est exacte, i.e. w = d\ (puisque le second groupe de cohomologie
de la surface est trivial). En effet, si o € Dif f§°(M,0M,w) est le temps 1
d’une isotopie ® = (¢')¢c[0,1) fixant un voisinage du bord, on a

. I
o] = "]
et donc

Flux(®) = [p"A — A

ne dépend que . On obtient ainsi des morphismes non triviaux
Fluzx : Dif f§°(M,0M,w) — H"(M,0M,R)

et par dualité
Sch : Dif f§°(M,0M,w) — Hy(M,0M,R).

Lorsque M est une surface a bord, la restriction pour les isotopies au
voisinage du bord permet de se ramener a la surface ouverte sans bord
M’ = M\OM et aux isotopies & support compact dans M’. Les morphismes
précédents sont alors & valeurs dans le premier groupe de cohomologie (ou
d’homologie) & support compact de M.

On en déduit facilement que pour une surface compacte, si son premier
groupe de cohomologie est non trivial (i.e. si M n’est pas la spheére ou
le disque), les groupes Dif f§°(M,w) et Dif f§°(M,0M,w) ne sont pas
simples, le noyau du premier invariant de Calabi étant un sous-groupe
normal non trivial. La question suivante est donc d’examiner de plus pres
ce noyau.

3.2 Difféomorphismes hamiltoniens

Pour simplifier la situation, commengons encore par le cas ou M est
fermée. Dans cette section, on va commencer par introduire un sous-groupe
normal de Dif f§°(M,w) naturellement lié au premier invariant de Calabi,
et I'on va ensuite démontrer qu’il coincide avec le noyau de ce morphisme.

Soit ¢ appartenant & Dif f§°(M,w), alors par définition il existe une
isotopie préservant le volume

t€[0,1] — ¢" € Dif f*(M,w)

telle que @° =1 et ! = . Si X, désigne le champ de vecteurs tangent a
(¢")tef0,1], on sait que la 1-forme ix,w est fermée pour tout ¢ dans [0,1].
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Puisque w n’est rien d’autre qu’une forme symplectique, il est naturel de
se demander si X; est un gradient symplectique, i.e. si ix,w est exacte pour
tout t dans [0, 1].

Définition 3.2.1. On dit qu’une isotopie est hamiltonienne si la 1-forme

ix,w est exacte pour tout t € [0,1]. Un difféomorphisme ¢ € Dif f§°(M,w)

est hamiltonien s’il existe une isotopie hamiltonienne ® = (got)te[o’l] avec
1

=P

Fixons quelques notations. Pour ¢ appartenant & [0, 1], on désigne par
H,; l'unique primitive de la forme ix,w vérifiant fM Hyw = 0. On dit que
la fonction

H : [0,]]xM — R
(t,x) —  H(t,z) = He(x)

est le hamiltonien normalisé qui engendre l'isotopie hamiltonienne @ =
(©%)eefo, et le difféomorphisme hamiltonien ¢ = ¢j;. On note A le sous-
espace vectoriel de C°°(M) constitué des fonctions de moyenne nulle, et

H={H e C™(0,1] x M) | Vt €[0,1], H; € A}
I’espace des hamiltoniens normalisés.

Remarquons que les isotopies hamiltoniennes sont essentiellement insen-
sibles au reparamétrage. En effet, soit a : [0, 1] — R une fonction croissante
lisse telle que a(0) = 0. Si on définit

H(t,z) =d (t)H(a(t), )

alors
o5 = i

et ®pa est une isotopie hamiltonienne sur le segment [0,a(1)] de hamil-
tonien normalisé H®. Ceci a pour conséquence la possibilité, tres utile,
de pouvoir représenter les difféomorphismes hamiltoniens par des hamil-
toniens définis sur R x M et périodique en temps. En effet, si ¢ est un
difféomorphisme hamiltonien défini par I'isotopie ® g, alors en la reparamé-
trant par une fonction a : [0,1] — [0,1] qui vaut 0 au voisinage de 0 et 1
au voisinage de 1, on obtient une isotopie ® g« que I'on peut étendre a R

par la formule
t+1

PHa = PrePire-
Cette derniere égalité équivaut a dire que le hamiltonien normalisé H, est
défini sur T x M, avec T = R/Z.

Notons Ham(M,w) Pensemble des difféomorphismes hamiltoniens, que
'on munit de la topologie C!. Par définition, les éléments de Ham(M,w)
ont un flux nul : en effet, si ¢ est un difféomorphisme hamiltonien temps
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1 d’une isotopie @y, il est alors immédiat que [P ] est dans le noyau du
morphisme de flux

Fluz : Dif fo°(M,w) — H'(M,R)

car [dH;] = 0 pour tout ¢t € [0,1]. On montrera dans la suite que les
difféomorphismes hamiltoniens sont en fait les éléments de Dif f§°(M,w)
de flux nul.

Avant cela, vérifions que c’est effectivement un sous-groupe normal du
groupe Dif f§°(M,w), ce qui n’est pas clair puisque les difféomorphismes
hamiltoniens ne sont pas définis & priori par la préservation d’une structure
géométrique.

Proposition 3.2.2. L’ensemble Ham(M,w) est un sous-groupe normal de
Dif f§°(M,w), connexe par arcs.

Démonstration. Pour @ et Wi des isotopies hamiltoniennes engendrées
par les fonctions H, K appartenant a H, et ¢ dans Dif f§°(M,w), on in-
troduit les fonctions suivantes :

(H#K)(t,x) = H(t,2) + K(t, (%) ()

(H)(t,2) = —H(t o (x)):

(0" H)(t,z) = H(t, ¢(z)).
Les fonctions H# K, H et ¢*H sont clairement dans H. On a alors

d .
—(Pvk) = Ptk + (dehii) Y

dt
= Xpey¥k + ([deydi) (Xxvk)
= Xueuti + (ol ()™ o) (Xk(9h) ™ ehvi)
= XnepVk + X1 9avk
= Xuik(e,) 1 Ptk
On montre par ce calcul que H#K engendre 'isotopie
Py Uyt (0,1] — oyt € Ham(M,w).
En utilisant ce résultat, on prouve également que H engendre
t€[0,1] — (¢4) ' € Ham(M,w)
et enfin il est immédiat de vérifier que ¢* H engendre
t€[0,1] — o™t € Ham(M,w).

En prenant le temps 1 de ces isotopies, on s’assure que Ham(M,w) est
un sous-groupe normal. Pour la connexité par arcs, si @z est une isotopie
hamiltonienne avec ¢ = ¢k, on vérifie facilement que chaque ¢$; pour
s €]0,1[ est aussi un difféomorphisme hamiltonien pour le reparamétrage
H® donné par la fonction a(t) = st. Ceci termine la preuve. O
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Remarque 3.2.3. Rappelons qu’un hamiltonien H est dit autonome s’il ne
dépend pas du temps. L’isotopie qu’il engendre est alors un flot (ou un
sous-groupe & un paramétre) dans le sens ot

ot = ol
et on a la propriété importante de “préservation de l’énergie” : la fonction
H est constante le long des orbites du flot. Le temps 1 de ce flot nous
donne un exemple pratique de diffécomorphisme hamiltonien. Bien que plus
maniable, cette notion souffre cependant d’un défaut majeur en ce qui nous
concerne : lorsque que l’on compose le temps 1 de deux flots hamiltoniens,
on n'obtient pas le temps 1 d’un flot hamiltonien (en bref, il n’y pas de
structure de groupe). On est donc contraint de considérer des hamiltoniens
non autonomes.

Il est souvent bien utile de voir Dif f*° (M) (resp. Dif f*°(M,w)) comme
un groupe de Lie de dimension infinie, son algebre de Lie s’identifiant &
lalgebre des champs de vecteurs (resp. des champs de vecteurs a divergence
nulle) munie du crochet de Lie entre champs de vecteurs. Regardons ce qui
se passe pour le groupe Ham(M,w). Si on poursuit 'analogie, 1’algebre
de Lie de Ham(M,w) est donc 'algebre des champs de vecteurs X tels que

X(2) = ool ()

ott (¢")sef0,1) est un chemin dans Ham (M, w) avec % = 1. Un tel chemin
est une isotopie hamiltonienne (ce point est admis pour le moment, on le
montrera dans la section 3.4) donc il est uniquement déterminé par son
hamiltonien normalisé, une fonction H € H. Sous ces conditions, on vérifie
que le champ de vecteurs X n’est rien d’autre que le gradient symplectique
de Hy € A. L’algebre de Lie s’identifie donc avec 1’espace de fonctions

A= {HeC™(M)| /MHw — o).

En continuant ainsi, on constate que le crochet de Lie s’assimile au crochet
de Poisson dans A et il n’est pas difficile de s’assurer que I'action adjointe
de Ham(M,w) sur A est Paction classique (& droite) des difféomorphismes
sur les fonctions, a savoir H — Hp.

Dans le cas ol notre surface est a bord, on définit de maniere analogue le
groupe Ham(M,0M,w) en normalisant le hamiltonien H de maniére a ce
que la fonction H; = H (t,.) soit nulle sur un voisinage du bord indépendant
de ¢ (en particulier, I'isotopie engendrée fixe un voisinage du bord). Comme
on 'a déja expliqué, cela revient a considérer la surface sans bord M \ oM
et on demande alors & ’isotopie d’étre & support compact (dans ce cas, on
normalise le hamiltonien pour qu’il soit nul hors de ce compact).
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Donnons maintenant quelques exemples classiques de difféomorphismes
hamiltoniens. Comme on va le voir, les exemples les plus simples sont
donnés par des hamiltoniens autonomes qui possedent des propriétés de
“symétries”.

Exemple 3.2.4 (La sphére S?, voir [Pol01]). Le groupe H*(S* R) est
trivial, on a donc l’égalité

Ham(S%,w) = Dif f§°(S? w)

ol w désigne la forme volume canonique de S®. Le groupe SO(3) agit par
rotations sur S%, donc il se plonge dans Ham(S? w) (voir la figure 3.2).
On peut ainsi remarquer que l'action d’une rotation A = exp(a) avec a
dans so(3) est donnée (de maniére infinitésimale) par Uaction du gradient
symplectique de la fonction hauteur H,(x) =< a,x > apres identification
50(3) = R3. On peut généraliser cet evemple en considérant des rotations
“fibrées”, qui sont définies par des hamiltoniens fonctions uniquement de la
hauteur, préservant donc chaque cercle {H, = r} sur lesquels la dynamique
est une rotation d’angle p(r).

52 < >

Fic. 3.2 — Exemples de difféomorphismes hamiltoniens de S? (a = (0,0,1))

Exemple 3.2.5 (Le disque D?). On a également
Ham(D? 0D? w) = Dif f5°(D? oD% w).

Le disque est muni de ses coordonnées polaires (0,r) dans lesquelles la
forme volume canonique s’écrit w = rdr A df. Regardons une application
de la forme

Gp 2 (0,7) — (0 + p(r),7)
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pour une certaine fonction p : [0,1] — R lisse et nulle au voisinage de 1
(voir la figure 3.3). On vérifie facilement que ¢, est un difféomorphisme,
1sotope a l’identité par une isotopie fizant un voisinage du bord et qui
préserve la forme volume w. C’est donc un élément de Ham(D?, 0D?,w). II
laisse invariant le feuilletage trivial du disque D? en cercles concentriques,
et induit la rotation d’angle p(r) sur le cercle de rayon r. C’est essentielle-
ment ce qu’on obtient de 'exemple précédent (rotation fibrée sur la sphere)
apres avoir éclaté un des deux points fizes.

v

F1G. 3.3 — Exemples de difféomorphismes hamiltoniens de D2

Jusqu’a présent, on a donné des exemples simples de difféomorphismes
hamiltoniens sur des surfaces ou la notion coincidait avec celle de difféomor-
phismes conservatifs. Voici un autre exemple (qui est en réalité toujours le
méme).

Exemple 3.2.6 (L’anneau A). On peut encore reprendre l'exemple sur
la sphére en éclatant les deux points fixes pour obtenir un difféomorphisme
de Uanneau A =T x [0, 1], toujours de la forme

Gp : (0,7) — (0 4 p(r),7)

dans les coordonnées naturelles (6,7) € A, avec p : [0,1] — [0,1] nulle au
voisinage de 0 et 1 pour respecter la condition au bord. La forme volume
canonique est donnée par w = df Adr. Il est alors immédiat que ¢, appar-
tient a Dif f§°(A,0A,w) mais puisque le premier groupe d’homologie est
non trivial, cela ne suffit pas a s’assurer que ¢, est un difféomorphisme ha-
miltonien. En revanche, un simple calcul permet de vérifier que la fonction
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est un hamiltonien (non normalisé) qui engendre ¢,. Pour pouvoir norma-
liser le hamiltonien, il faut demander que la fonction p soit de moyenne
nulle.

Dans les exemples précédents, on s’apercoit que toutes les orbites d’un
flot hamiltonien sont périodiques. De maniere générale, ce phénomene se
produit presque tout le temps (voir la figure 3.4).

Fi1G. 3.4 — Graphe et orbites d’un hamiltonien autonome sur une surface

Proposition 3.2.7. Soit H un hamiltonien autonome sur une surface com-
pacte. Alors presque toute trajectoire du flot hamiltonien ® g est périodique.

Démonstration. Le flot hamiltonien préserve une mesure finie, on en déduit
par le théoreme de récurrence de Poincaré que l'orbite de presque tout
point x dans M est récurrente. Prenons un tel point z, et supposons que
la différentielle de H en z soit non nulle (sinon 'orbite est constante). On
redresse le champ hamiltonien dans un voisinage U de x et on se donne
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3 une section transverse au flot. Par préservation de ’énergie, il est facile
de vérifier que par 'application de premier retour sur ¥, x revient sur
lui-méme, et donc son orbite est périodique. ]

Pour conclure, donnons un exemple de difféomorphisme non hamiltonien.

Exemple 3.2.8 (Le tore T?). Le groupe Ham(T?,w) est un sous-groupe
propre de Dif f§°(T?, w). En effet, la translation

Ry (z1,22) — (21 + 71,22+ 72)

avecy = (y1,72) € T? non nul est dans Di f f§°(T?,w) mais n’est pas hamil-
tonienne. En effet, d’apres U'exemple 3.1.7, le flux d’un tel difféomorphisme
n’est pas nul.

Comme promis, démontrons maintenant que Ham(M,w) est exactement
le noyau du morphisme de flux. Ce résultat est dii & Banyaga ([Ban78], mais
on va suivre la preuve de [MS98]).

Théoréme 3.2.9 (Banyaga). Soit M une surface fermée. Un difféomor-
phisme ¢ temps 1 d’une isotopie symplectique ® = (cpt)te[o,l] est hamilto-
nien si et seulement si Flux(®) = 0. Dans ce cas, ® est alors homotope a
extrémités fizes a une isotopie hamiltonienne.

t .
)ee [0,1] Préservant

De maniére générale, étant donnée une isotopie ® = (¢
é) dans M, on peut

le volume et v un chemin (non nécessairement ferm
définir le fluz instantané a travers v au temps ¢ par

Flux(CI),t).'y:/ith
g

avec X; le champ de vecteurs tangent a l'isotopie. Alors ® est de flux nul
si et seulement si son fluz moyen

Flux(fb).'y:/o (Flux(®,t).y)dt

ne dépend que des extrémités y(0) et v(1). En revanche, ® est une isotopie
hamiltonienne si et seulement si pour tout temps ¢, ¢! a un flux moyen nul
ce qui est encore équivalent au fait que le flux instantané Fluxz(®,t).y ne
dépend que des extrémités du chemin (il vaut alors Hy(y(1)) — H(7(0))).
L’idée de la preuve suivante consiste a prendre une isotopie ® de flux moyen
nul et a la modifier en gardant ses extrémités fixes de telle sorte que son
flux instantané s’annule.

Démonstration du théoréme 3.2.9. Notons KerFlux le noyau du morphis-
me de flux o
Fluz : Dif f°(M,w) — H'(M,R).
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Il nous faut montrer que ce noyau est contenu dans %(M ,w), le revéte-
ment universel du groupe Ham(M,w), puisque 'on dispose déja de l'autre
inclusion (qui est évidente).

Soit ¢ le temps 1 d’une isotopie ® appartenant a D/z'_ff/ooo(M, w) et tel
que Fluz(®) = 0, et X; le champ de vecteurs tangent & ®. L’hypothese

est donc que la 1-forme fol ix,wdt est exacte, et 'on doit alors modifier
l'isotopie ® a l'intérieur de sa classe d’homotopie (& extrémités fixes) pour
rendre la forme i x,w exacte pour tout ¢ € [0, 1]. La premiére étape consiste

a se ramener au cas ou le champ de vecteurs fol X, dt est identiquement nul.
Soient F' une primitive de la 1-forme fol ix,wdt et pp le flot hamiltonien
(autonome) qu’elle engendre. Considérons alors 'isotopie @;1@ H, et soit
X/ son champ de vecteurs tangents. Un calcul nous donne que fol X{dt =0.
Or le temps 1 de @}1<I>H est ga}lcp, donc puisque gal_,l est hamiltonien, il
suffit de prouver le théoréeme pour cpl}lgo. Cette discussion permet donc

N 1 . o
de se ramener au cas ou fo X,dt est nul sur M. Maintenant définissons le
champ de vecteurs non autonome

t
Yt:—/ XdA
0

et notons, pour ¢ dans [0, 1] fixé, (0%).c(o,1) le flot de Y, i.e.

da

S0 =il dh=1

Puisque Yy = Y; =0, on a #9 = 0! = 1 pour tout s dans [0, 1]. Définissons
I'isotopie ¥ = (¢*);¢(0,1] par
Pt =01

On voit facilement que ¥ est homotope a extrémités fixes a ®. De plus,
pour T appartenant & [0, 1], on a

Fluz((¢)o<i<r) = Fluz((0])o<i<r) + Fluz((¢")o<i<r)

T
= Flux((@?)ogsgl)Jr/ [ix,w]dt
0

iy, w] + /0 ’ [i x,w]dt
=0

ou 'on utilise successivement la propriété de morphisme du flux, son inva-
riance par homotopie et le fait que 67 soit le flot de Yz. Ceci nous donne

que foT ix,wdt = 0 pour tout T' € [0, 1], ce qui est bien siir équivalent au
fait que ix,w est exacte pour tout t € [0, 1]. O
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On a donc obtenu une caractérisation explicite du noyau du morphisme
de flux. Dans le cas a bord, on trouve de méme que Ham(M,0M,w) est le
noyau de ’application

Fluz : Dif f§°(M,0M,w) — H'(M,0M,R).

On démontrera a la fin de ce chapitre le théoreme important suivant, que
I'on doit & Banyaga ([Ban78], [Ban97]).

Théoréeme 3.2.10 (Banyaga). Le groupe Ham(M,w) est simple pour
une surface fermée M.

Cependant, ce résultat est faux si 'on enleve 'hypothese de fermeture
sur M comme on va le voir dans la section suivante.

3.3 Second invariant de Calabi

Regardons maintenant le cas des surfaces compactes orientables a bord.
On s’intéresse a Dif f§°(M,0M,w), le groupe des difféomorphismes iso-
topes a l'identité par une isotopie préservant l’aire et fixant un voisinage
du bord. Rappelons que le groupe Ham(M,OM,w) est un sous-groupe
normal de Dif f§°(M,0M,w), qui de plus est propre sous la condition que
le premier groupe d’homologie de la surface soit non trivial. Dans cette
section, on va montrer que le groupe Ham(M,9M,w) n’est jamais simple.

Commencons par examiner le cas du disque D?. Puisque son premier
groupe d’homologie est trivial, on a

Dif f3°(D?, 0D, w) = Ham(D?, 007, w).

On va alors construire un morphisme de groupes, appelé second invariant
de Calabi,

Cal : Ham(D? 0D?* w) — R.

Prenons ¢ un élément de Ham(D?, 0D?, w), et choisissons A une primitive
de la forme d’aire w. On vérifie facilement que la 1-forme ¢*A — X est
fermée, donc exacte. Soit hy » l'unique primitive de ¢*A — A qui s’annule
au voisinage du bord (par hypotheéses, ¢ est I'identité sur un voisinage du
bord donc une primitive de ¢*\ — X\ est nécessairement constante sur le
bord).

Définition 3.3.1. Le second invariant de Calabi de p € Ham(D?, 0D?, w)
est le réel

1
Cal(p) = 3 /}D2 he aw.
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Si M = X+ df est une autre primitive, on vérifie que

hap,)\’ = h(p,)\ +f(p_ f

et puisque ¢ préserve ’aire, un simple changement de variable nous assure
que Cal(yp) ne dépend effectivement que de . Enfin en écrivant

(P192)" A = X = 0301 A + T A — T A = A

on obtient
h%csz\ = hww’ﬂ + hsol)\

et puisque ]\ est également une primitive de la forme d’aire, on trouve

Cal(p192) = Cal(p1) + Cal(ps).

On vient alors de prouver la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Le second invariant de Calabi
Cal : Ham(D?,0D? w) — R
est un morphisme de groupes.

Si on se donne maintenant une surface compacte a bord M quelconque,
la construction précédente s’applique encore (car la forme symplectique
admet une primitive) et on en déduit un morphisme de groupe

Cal : Hom(M,0M,w) — R.

Cette application est évidemment continue, si Ham(M,0M,w) est muni
de la topologie C'. Il reste maintenant & s’assurer que ce morphisme est
non trivial. Pour cela, on pourrait construire des exemples explicites de
difféomorphismes hamiltoniens dont les invariants de Calabi prennent des
valeurs arbitraires, mais on préféere donner une autre interprétation de ce
second invariant de Calabi qui va nous étre tres utile par la suite.
Prenons
t€0,1] — o' € Ham(M,0M,w)

une isotopie avec ¢! = . On sait alors que cette isotopie est uniquement
définie par une fonction hamiltonienne normalisée H : [0,1] x M — R.

Proposition 3.3.3. On a Cal(p) = fol Sy Huwdt.

Démonstration. Rappelons que

1
Cal(p) = 5 /M h aw
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ol hy, » est I'unique primitive de ¢*A — A qui s’annule au voisinage du bord
(X étant fixé). En notant X; le gradient symplectique associé & la fonction
H; pour t € [0, 1], on obtient facilement 1’expression explicite suivante :

1
h%)\ :/ (Ht+ixt)\)<ptdt.
0

En effet, la condition au bord est clairement vérifiée. Pour le reste, on
calcule la différentielle

d (/Ol(Ht + iXtA)<ptdt)

1
/ o (dH, + dix, \)dt
0

1
/ gOt*(iXt dA + diXt/\)dt
0

1
/ ™ (Lx,N\)dt
0

1

/ (gt A — \)dt
0

= A=A

On a alors une nouvelle expression du second invariant de Calabi

1 1
Cal(p) = §/M/O (Hy +ix,\)p'dtw

1 1
= —/ / (Hy +ix,\)p'wdt
2Jo Ju

et puisque ! préserve le volume pour tout t € [0, 1], on trouve

1t
Cal(p) = —/ / (Hy + ix, \)wdt.
2J)o Ju
Il nous reste enfin a vérifier que
(Ht + th/\)w = 2Htcu

ce que 'on obtient facilement en développant la 2-forme 7 x, (A Aw) qui est
identiquement nulle. O

Remarque 3.3.4. On donnera encore une autre interprétation de linvariant
de Calabi sur Ham(D?,0D?,w) dans le prochain chapitre.

Ainsi Cal(p) n’est rien d’autre que la valeur moyenne (en temps et en
espace) de la fonction hamiltonienne normalisée H, ou ¢ est le temps 1 de
Iisotopie hamiltonienne engendrée par H.
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Le second invariant de Calabi définit donc un morphisme surjectif : pour
toute valeur réelle ¢, il suffit simplement de se donner un hamiltonien au-
tonome H de valeur moyenne

/ Hw=c
M

de telle sorte que ¢} € Ham(M,0M,w) vérifie Cal(pk) = c.

Remarque 3.3.5. De maniére générale, le second invariant de Calabi tel
qu’on Ua défini est valable pour une variété symplectique (M,w) compacte
a bord et exacte, i.e. telle que la forme symplectique w soit exacte. Dans le
cas ot la variété est compacte a bord mais non exacte, l’expression

1
Cal(q)H):/ / Huwdt
o Jum

permet de définir un morphisme de groupe surjectif sur le revétement uni-
versel Ham(M,0M,w). En posant

A = Cal(m (Ham(M,0M,w))) CR
il descend en un morphisme surjectif
Cal : Hom(M,0M,w) — R/A.

Le groupe Ham(M,0M,w) n’est jamais simple : le noyau du second
invariant de Calabi, constitué des difféomorphismes hamiltoniens engendrés
par des fonctions hamiltoniennes de moyenne nulle, est un sous-groupe
normal propre. On en vient alors a se poser la question de la simplicité de
ce sous-groupe. Encore une fois, la réponse est due & Banyaga ([Ban78],
[Ban97]).

Théoréme 3.3.6 (Banyaga). Soit M une surface compacte a bord. Alors
le noyau de l'invariant de Calabi

Cal : Hom(M,0M,w) — R
est un groupe simple.

Ainsi, les questions de simplicité concernant les groupes Di f f§°(M,w) et
Dif f§°(M,0M,w) sont toutes résolues. On conclut ce chapitre en donnant
une preuve des théoremes de Banyaga.

3.4 Théoreme de simplicité de Banyaga

On souhaite maintenant expliquer comment on peut appliquer les idées
du théoreme de simplicité d’Epstein-Herman-Thurston-Mather au groupe
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des difféomorphismes hamiltoniens d’une surface M dans le but de démon-
trer les deux théorémes de simplicité de Banyaga (3.2.10 et 3.3.6). Il est
en fait équivalent (et de notre point de vue préférable) de supposer ici que
M est sans bord, et de faire la distinction entre compact et non compact.
Voici I’énoncé que 'on va prouver.

Théoréeme 3.4.1 (Banyaga). Soit (M,w) une surface sans bord munie
d’une forme symplectique. Si M est compacte, alors Ham(M,w) est simple.
Si M n’est pas compacte, alors le noyau de

Cal : Hom.(M,w) — R
est simple.

On a noté Ham.(M,w) le groupe des difféomorphismes qui sont le temps
1 d’une isotopie hamiltonienne ® & support compact. A une telle isotopie
est associée une fonction hamiltonienne H € C'*°([0, 1] x M) normalisée par
la condition qu’il existe un compact K € M tel que H; soit nulle hors de K,
pour ¢ dans [0, 1]. Pour ne pas alourdir le texte, on notera plus simplement
Ham.(M,w) = Ham(M,w), autrement dit, dans le cas non compact, on
supposera implicitement que les isotopies sont a support compact.

Dans la suite, on notera également Sympo(M,w) = Dif f§°(M,w) et on
parlera plutot de difféomorphismes et d’isotopies symplectiques (la raison
de ce choix vient du fait que les méthodes de cette section s’appliquent en
dimension paire plus grande que deux pour des formes symplectiques et
non pour des formes volumes).

Avant de nous attaquer a la preuve, on rappelle quelques résultats de
géométrie symplectique dont on fera usage dans la suite. Une excellente
référence est le livre [MS98].

Théoreme 3.4.2 (Weinstein). Soient (M,w) une variété symplectique et
L — M un plongement lagrangien. Alors il existe un voisinage N de L dans
T*L, un voisinage V de L dans M et un difféomorphisme symplectique

T:(N,d\) — (V,w)
qui commute auzx plongements L — T*L et L — M.

Dans le théoreme précedent, le plongement L — T* L s’obtient a travers
la section nulle et A est la 1-forme canonique du cotangent 7*L. On aura
également besoin du résultat suivant, dont la preuve est une conséquence
évidente du caractere “tautologique” de la 1-forme canonique A, autrement
dit du fait que o*\ = ¢ pour toute 1-forme o sur M, ou o*\ désigne le
“pull-back” de A par 'application o : M — T*M.

Proposition 3.4.3. Soit o une 1-forme sur une variété M. Son graphe
Gr(o) CT*M est lagrangien si et seulement si o est fermée.
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On considére une variété symplectique (M,w), et on munit le produit
M x M de la structure symplectique w x (—w). On obtient un plongement
lagrangien M <— M x M en identifiant M & la diagonale A C M x M. Par
le théoreme de Weinstein, on trouve des voisinages V de M dans M x M
et N de M dans T*M et un difféfomorphisme symplectique Y : V — N.

Mx M ™M

e

o

F1G. 3.5 — Théoreme de Weinstein

Maintenant, si ¥ est un difféomorphisme symplectique de M suffisam-
ment proche (dans la topologie C!) de lidentité, son graphe Gr(y) C
M x M est un lagrangien suffisamment proche de la diagonale, et 1’on
peut supposer que Gr(y) C V. Alors T(Gr(v)) est proche de l'image
de la section nulle de T*M, c’est donc le graphe d’une 1-forme W(%),
nécessairement fermée (voir la figure 3.5). Il existe ainsi un voisinage Uy
de l'identité dans Symp(M,w), un voisinage V' de la section nulle dans I’es-
pace vectoriel Z1(M) des 1-formes fermées sur M et un homéomorphisme

w: Uy — V.

On dit que le couple (Uyy, W) est une carte de Weinstein au voisinage de
lidentité. En translatant de telles cartes, on munit Symp(M,w) d’'un atlas
distingué. Remarquons qu’on a la propriété suivante : un difféomorphisme
symplectique ¢ € Uyy est a support dans U si et seulement si la 1-forme
associée W(yp) s’annule hors de U.

Fixons (Upy, W) une carte de Weinstein en 'identité. Lorsque ’on parle
de difféomorphisme symplectique C'-proche de l'identité, on sous-entend
(sauf mention contraire) qu’il est au moins inclus dans Uyy, et de méme pour
les isotopies symplectiques. Un tel difféomorphisme ¢ se représente donc
de manieére unique par une 1-forme fermée W(y). On en déduit facilement
que le groupe des difféomorphismes symplectiques d’une variété compacte
est localement contractile. Donnons d’autres conséquences de ’existence de
ces coordonnées.
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Proposition 3.4.4. Si & = (@t)te[o,u est une isotopie symplectique C*-
proche de Uidentité, alors Flux(®) = —[W(¢')]. En particulier, ® est une
isotopie hamiltonienne si et seulement si les 1-formes fermées W(pt) sont
exactes pour tout t appartenant a [0,1].

Démonstration. Pour t appartenant & [0, 1], définissons lisotopie
Pt =T(1x )Y

ou (1 x cpt)te[o’l] est une isotopie symplectique de plongements de M dans
M x M d’images contenues dans un voisinage V' de la diagonale, et T est un
difféomorphisme symplectique qui envoie un tel voisinage sur un voisinage
N de la section nulle dans T*M. Ainsi ¥ = (¢*);cjo,1] est une isotopie
symplectique de plongements de la section nulle dans N.

Notons o = W(¢") pour ¢ dans [0, 1]. Il existe alors une famille lisse de
difffomorphismes f; : M — M vérifiant pour tout ¢ appartenant a [0, 1]

Q/th =0 ft

out : M — T*M est l'inclusion canonique a travers la section nulle.
Maintenant, to = Y~ 's n’est rien d’autre que I'inclusion M — M x M &
travers la diagonale. On obtient ainsi

Fluz(®) = A Fluz((1 x ¢")iep,1]) = (AT Fluz(¥) = " Fluz (V).

Il faut donc calculer le flux de I'isotopie W. Pour le moment, ¥ est seulement
définie sur N, qui est un voisinage ouvert de la section nulle dans T* M. On
peut cependant 1’étendre en une isotopie symplectique dans T* M a support
compact. Puisque T*M est une variété exacte, on trouve facilement que

Flux(¥) = [A — ')
et donc
CFRluz (V) = —[ 9N = —[ffof Al = —[o1]

ou 'on utilise le caractére tautologique de A et le fait que [ffo1] = [o1]
puisque f; est isotope a l'identité. On trouve donc que

Fluz(®) = —[o1] = =W(p")]
et c’est ce qu’il fallait démontrer. O

Ainsi un difféomorphisme hamiltonien ¢ obtenu par une isotopie proche
de l'identité est représenté par une forme exacte W(y). En revanche, si
on suppose seulement que ¢ est proche de I'identité (sans condition sur
l'isotopie) I'argument précédent ne fonctionne plus. Néanmoins, on peut
encore dire quelque chose.
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Proposition 3.4.5. Soient ¢ € Sympo(M) un difféomorphisme C*-proche
de lidentité et o = W(p). Alors on a

v € Hom(M,w) <= [o] € T\,
ot Ty, = Fluz(m (Sympo(M,w))) est le groupe de flux.

Démonstration. Supposons que ¢ appartienne & Ham (M, w), et soit ® une
isotopie hamiltonienne définissant ¢ et telle que Fluz(®) = 0. On considere
I'isotopie symplectique (non nécessairement hamiltonienne) ¥ = (4*)yco,1]
définie pour tout ¢ dans [0, 1] par W(*) = to. Son temps 1 est donc ¢ et
par définition, ¥ est proche de l'identité. La proposition précédente nous
donne Fluxz(¥) = —[o]. Maintenant, la concaténation ¥Y®~! nous donne
un lacet basé en l'identité dans Sympo(M,w) et on a

Flur(¥®™ 1) = Fluz(¥) — Fluz(®) = Fluz(¥V) = —[o].

Cette égalité signifie que [o] appartient a T',,.

Supposons maintenant que [o] € T',,. On choisit un lacet basé en I'identité
© dans Sympo(M,w) tel que Fluxz(©) = [o]. On définit alors un chemin
® = (¢")sep0,2) en suivant le lacet © sur [0,1] puis par W(¢") = [(t — 1)0]
sur [1,2] (cette construction est valable pour peu que ¢ et donc o soient
suffisamment petits). Le chemin ® a clairement un flux nul, donc ¢ = ¢?
est un difféomorphisme hamiltonien. OJ

Grace a cette proposition, on peut désormais prouver un résultat par-
ticulierement important que ’on a admis dans la section précédente pour
décrire 1'algébre de Lie de Ham(M,w). Le théoréme est dit & Banyaga.

Théoréeme 3.4.6 (Banyaga). Les isotopies hamiltoniennes sont exacte-
ment les chemins dans le groupe Ham(M,w) qui partent de l’identité.

Démonstration. Par définition, une isotopie hamiltonienne est (en particu-
lier) un chemin dans le groupe Ham(M,w) qui part de l'identité. Pour la
réciproque, on se donne un tel chemin ® = (");co,1). Par la proposition
précédente, on a

o = W(Qﬁt) € Fw

pour ¢ suffisamment proche de 0, disons pour ¢ € [0,&]. Puisque I',, est
dénombrable, I’application continue ¢ — [o;] est constante. Puisque o¢ = 0,
on trouve ainsi que o est exacte pour ¢ € [0,¢], et donc

Flum((apt)te[o,g]) =0.

Ceci nous assure que ® est une isotopie hamiltonienne au voisinage de
0, et un reparamétrage nous permet de conclure que ® est une isotopie
hamiltonienne. O
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Passons maintenant a la preuve du théoreme de simplicité de Banyaga.
Comme dans le chapitre précédent, on commence par établir des propriétés
générales de l'action du groupe Ham(M,w). La transitivité de l’action de
Ham(M,w) sur M est facile a obtenir.

Proposition 3.4.7. Ham(M,w) agit transitivement sur M.

Démonstration. 1l est suffisant de pouvoir connecter deux points arbitrai-
rement proches x,y dans M par un difféomorphisme hamiltonien ¢. On
peut donc supposer que z,y € U, ou U est un ouvert contractile muni
de coordonnées symplectiques, ce qui permet de se ramener au probléeme
suivant : on se donne € > 0 et pour a = (0,0) et b = (0,¢) dans R?, on
cherche un difféomorphisme symplectique (pour la structure symplectique
canonique de R?), & support dans un petit disque, et qui envoie a sur b. Un
tel difféomorphisme est nécessairement hamiltonien. Notons D,. le disque
euclidien de R? centré & I'origine et de rayon r. On se donne alors une fonc-
tion lisse 1, & support dans Ds. et qui vaut € sur D.. Soient p : R — R
la projection sur la seconde composante, et H = nps. Il est alors clair que
le temps 1 de @, qui est a support dans Dy, envoie a sur b. O

En revanche, la propriété de fragmentation est ici plus délicate, et c’est
le point clé de la démonstration du théoreme de Banyaga. De plus, il nous
faudra un énoncé plus précis. En effet, si ¢ est un difféomorphisme hamil-
tonien a support dans un disque U de M, on peut définir

Caly(6) = /0 1 /U Kuwdt

ou K est un hamiltonien normalisé engendrant ¢, l'intégrale étant bien
définie car K est a support compact dans U. En d’autres termes, le second
invariant de Calabi est non trivial sur le sous-groupe Hamy(M,w) des
difféomorphismes hamiltoniens a support dans U, quand bien méme il peut
étre identiquement nul sur Ham(M,w) (c’est le cas ot M est compacte).
Voici donc le théoreme de fragmentation symplectique (voir [Ban97], ou
bien [Ban78] pour une preuve plus compliquée).

Théoréme 3.4.8. Soit (M,w) une variété symplectique. Alors pour
tout recouvrement ouvert U = (U;)ier de M par des disques et pour tout
élément ¢ appartenant ¢ Ham(M,w), il existe des éléments ¢1,...,pn
dans Ham(M,w) avec @; a support dans un des éléments de U pour 1 <
1 <n et tels que
O=P1...Pn.

De plus, si M est compacte ou si M est non compacte et Cal(p) =0, alors
on peut choisir les @; pour que Caly,(v;) =0 pour 1 <i < n.

Remarque 3.4.9. Comme pour le lemme de fragmentation 2.2.1, le théoréme
précédent nous donne un résultat de fragmentation pour les isotopies ha-
miltoniennes.
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Démonstration. On se donne une famille finie de disques Uy, ..., U, re-
couvrant M dans le cas compact, ou recouvrant le support compact de
l'isotopie (définissant ) dans le cas ou M est non compacte. Sans perte
de généralité, on demande que U; NU; 41 # @, pour 1 < i < m — 1. Enfin
on associe a ce recouvrement ouvert une partition de I'unité Aq,..., A, et
pour 0 <4 < m, on considere les fonctions yu; = qu Aj.

Commengons par démontrer la propriété de fragmentation. On peut fa-
cilement se ramener au cas ou ¢ appartient a Uyy afin de lui associer une
1-forme fermée W(p). En définissant des 1-formes

& = uW(p)

et en remarquant que & = 0 et &, = W(y), si 'on pouvait écrire &; =
W(1;) pour un difféomorphisme hamiltonien v;, alors

Y = UV = (%_1%) ce (%}1_11/%) =P1.--Pm

nous donnerait une fragmentation relativement a Uy, ..., U,,. Cependant,
la 1-forme &; n’est pas nécessairement fermé, et il n’est donc pas possible de
Pécrire & = W(1);) méme pour un difféomorphisme 1); seulement symplec-
tique. Pour remédier a ce probléme, on remarque que l’on peut supposer
en outre que W(yp) est exacte. En effet, soit ® = (¢');c[0,1] une isotopie
hamiltonienne avec ! = ¢. On choisit alors un entier naturel N suffisam-
ment grand de telle sorte que, pour tout ¢ dans [0, 1] et pour 0 <i < N—1,
le difféomorphisme

t( N—i N—i—1 )

N ))—1s0t( N

¢ = (¢
soit dans Uyy. On a alors
P =0¢n-. 1

Pour 0 < i < N — 1, chaque ¢} est un difféomorphisme hamiltonien, et de
plus, I'application
t€[0,1] — W(¢}) € To

est continue donc constante (car I',, est dénombrable), ainsi
V(7)) = V(&) = 0.

Ceci permet donc de supposer que ¢ € Uyy et que W(p) est exacte. L’avan-
tage est que I'on peut maintenant opérer la fragmentation sur une fonction
génératrice de ¢, i.e. une primitive de W(yp). En notant B'(M) I'espace
vectoriel des 1-formes exactes sur M, soit o : BY(M) — C°(M) une appli-
cation “primitive” (i.e. une section de la différentielle extérieure) qui soit
linéaire et continue : il suffit de se fixer un point xy € M et de poser, pour
tout £ € BY (M),

o(€)(x) = / ¢

z,zQ
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oux € M et v 4, est un chemin lisse arbitraire joignant xo a x. Définissons
alors une application linéaire continue

L; : BY(M) —  BYM)
¢ d(pio(Q)).

Notons que Ly = 0 et que L,, est 'identité. Puisque u; <1, L; est bornée
pour 0 <17 < m, il existe un voisinage Uy inclus dans Uyy tel que

Li(W(Uo)) € W(Uw).

Supposons alors que ¢ soit dans Uy (il suffit simplement d’augmenter 1’en-
tier N du début de la preuve), et définissons

Y = WHL;(W(9))).

On vérifie immédiatement que

Y= wm = (%_11/}1) cee ('(/)Tzl_lwm) =P1.--Pm-

De plus, pour 1 < i < m, 1); est hamiltonien car W(vy;) = L;(W(p)) est
exacte, on en déduit que ¢; = 1, 11%‘ est un difféfomorphisme hamiltonien
a support dans U;. Ceci prouve la propriété de fragmentation.

Passons maintenant a la seconde partie de ’énoncé. Commencons par
le cas ou M n’est pas compacte, et supposons alors de plus que le second
invariant de Calabi de ¢ est nul. Par la propriété de morphisme, on obtient

Cal(p) = anl(%’) =0.

On va modifier de maniere inductive la décomposition de ¢ afin d’obtenir
la propriété voulue. Donnons nous un disque ouvert V' C Uy N Uz (rappe-
lons que cette intersection est non vide) tel que V C U; NU,. Soit u une
fonction & support compact inclus dans V' et qui vérifie [, uw = Caly, (p1).
Considérons alors le difféfomorphisme hamiltonien ¢, qui est le temps 1 du
flot hamiltonien associé a la fonction u. Par construction, on a

CalU2 (¢) = C’alU1 ((b) = C(a*lU1 ((pl)
Remplacons ; par ¢; = @10~ ! et o par Ps = ¢po. On obtient

avec 1 un difféomorphisme hamiltonien a support inclus dans U; et tel
que Caly,(p1) = 0. On construit alors ¢y & support dans Us et tel que
Caly,(¥2) = 0, et de proche en proche on arrive & une écriture

90:<)51§52§51§0m
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avec les propriétés exigées. Observons que 'hypothese Cal(p) = 0 n’est
utilisée qu’a la derniere étape pour s’assurer que Caly,, (@) = 0.

Il nous reste a prouver la seconde assertion du théoreme dans le cas com-
pact, que 'on va obtenir en adaptant la méthode précédente. Commengons
par le cas particulier ol ¢ se décompose en

¥ = P1¥2
avec @; a support dans U;, pour i = 1,2 et M = U; U Us. On va alors
rectifier cette écriture par un difféomorphisme hamiltonien ¢ pour obtenir
¢ = (167 1)(dp2) = i

avec ¢} & support dans U; et Caly,(¢}) = 0 pour ¢ = 1,2. Notons o =
Caly, (p1) et 8= Caly, (¢1) + Caly, (¢2). On se donne alors une fonction
plateau lisse H qui vérifie

I {ﬂ(fU2 w)~t sur M\ Us
0 sur M \ Uy

et telle que |, w H = a. On choisit pour ¢ le temps 1 du flot hamiltonien
engendré par H : ¢ est & support dans U1 NUs, et Uon vérifie que Caly, (¢) =
a et Caly,(¢) = a — § de telle sorte que Caly,(p;) = 0 pour i = 1,2.
Maintenant dans le cas général ou

avec @; a support dans U; et M = Uy U---U U, on écrit

e=01(p2...0m) = Q1¢

avec ¥ a support dans V = Uy U --- U U,,. D’apres le cas particulier
précédent, on peut écrire ¢ = iy’ avec Caly, (¢}) = 0 et Caly(¢') =
0. Maintenant, si on se place dans la surface non compacte V', puisque
Caly (") = 0, on peut décomposer

/

1/}’:<p’2...<pm

avec Caly, (¢;) = 0 pour 2 < i < m ce qui nous donne

avec Caly, (¢}) = 0 pour 1 < ¢ < m. Ceci termine la preuve du théoréme.
|

Notons G = Ham(M,w, 0) le groupe des difféomorphismes hamiltoniens
de M & support compact, dont le second invariant de Calabi est nul (avec
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notre convention, cela coincide avec le groupe Ham(M,w) pour M com-
pacte). Pour un disque U inclus dans M, Gy = Hamy(M,w,0) est le
sous-groupe des difféomorphismes a support dans U qui ont un invariant
de Calabi relatif a U nul. Ces notations sont un peu malheureuses dans
le sens ou Gy ne coincide pas avec le sous-groupe des éléments de G a
support dans U (mais en fait quand méme partie). Elles ont néanmoins
certains avantages. D’une part, le théoreme de Banyaga s’énonce simple-
ment : G est simple. D’autre part, le lemme de fragmentation nous assure
que si U est un recouvrement ouvert de M par des disques, alors | J; ¢, Gu
engendre G. En utilisant I’ “astuce” de Thurston 2.2.7, on obtient le résultat
suivant.

Proposition 3.4.10. Si Gy est parfait, alors G est simple.

Démonstration. On a déja prouvé la transitivité et la propriété de frag-
mentation. Il reste seulement a vérifier que si U,V € U et g € G sont tels
que g(U) soit inclus dans V, alors gGryg~! est inclus dans Gy. Soit alors
 appartenant a Gy, temps 1 d’une isotopie hamiltonienne ® . D’apres la
preuve de la proposition 3.2.2, gpg~! est le temps 1 de I'isotopie hamilto-
nienne associée au hamiltonien normalisé

g H(t,x) = H(t, g(x)).

Ainsi, par un changement de variable, on obtient

Calv(gog™") = | 1 | mtegtewar = [ 1 | Htayade = Cali () =0

donc gpg~! appartient & Gy . O

On peut prendre pour U un disque plongé dans M muni de coordonnées
symplectiques, et la simplicité de G dans le cas général résulte donc de la
perfection de Ham(R?, wp,0) (ce dernier groupe étant isomorphe a Gyr).
On souhaite maintenant expliquer comment la perfection de G pour une
seule surface compacte M implique la perfection de Ham(R?, wy,0).

Dorénavant, M désignera une surface compacte et donc G = Ham(M,w).
On définit les complexes de chaines BG et BGy de la maniere suivante.
Un n-cube est une application

c: K" — Dif fi°(M,w)

telle que c(vg) = e et telle que pour tout chemin « : [0,1] — K™ avec y(0) =
0, le chemin ¢y est une isotopie hamiltonienne. On note BG,, le Z-module
libre engendré par les n-cubes, quotienté par les n-cubes dégénérés, puis
BG@ la réunion des BG,,. On obtient ainsi un sous-complexe du complexe
BDif f§°(M) qui est apparu dans la section 2.2.
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De méme, BGy est le sous-complexe de BG dont les n-cubes ¢ vérifient
les conditions suivantes : pour tout ¢ appartenant & K", ¢(J) est a sup-
port dans U et pour tout chemin ~ : [0,1] — K™ tel que v(0) = wo,
Caly(ey) = 0. Voici le théoreme de déformation symplectique, analogue au
théoreme 2.2.15.

Théoréme 3.4.11. Soit U un disque symplectique plongé dans M. Alors
Uinclusion Gy C G indwit un isomorphisme

H,(BGy,Z) ~ Hy(BG, 7).

La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoreme 2.2.15 (voir la
remarque 2.2.18). On dispose déja de la transitivité ainsi que de la propriété
de fragmentation pour les isotopies. De maniére analogue au lemme 2.2.14,
on a le résultat suivant (voir [Ban97] pour une preuve).

Lemme 3.4.12. Soient V,U deux disques de M et f,g deux plongements
symplectiques de V' dans U. 1l existe une isotopie hamiltonienne (got)te[oyl]
a support dans U telle que fo' = g.

Enfin, il ne nous manque plus que le résultat suivant, qui s’apparente & un
lemme de fragmentation pour les familles de difféomorphismes hamiltoniens
a deux parametres (et qui est une version “symplectique” du lemme 2.2.16).

Lemme 3.4.13. Soient U = {Uy, ..., Uy} un recouvrement ouvert de M
etc:[0,1]2 — G un 2-cube C*-proche de l’identité. Alors il existe un 2-cube
¢ qui vérifie les trois conditions suivantes :

(1) si Oc est a support dans U, alors O¢ aussi et [[0¢]]y = [[0c]]v ;

(79) chaque 2-cube ¢y, 1, est a support dans Uk, 41 U Upytq ;

(170) st Ugy41 NUgyq1 = 0, alors Oy, k, = 0.

Démonstration. On considere 'application

f o [0,12xM — [0,12x M
0z)  — (fz(0),2)

définie dans le lemme 2.2.16. Quitte & rétrécir ¢, on suppose que ¢(J) appar-
tient & Uy C Uyy (voir la preuve du théoréme 3.4.8) pour tout § € [0, 1]2,
de telle sorte que la 1-forme W(c(d)) soit exacte. On se donne alors une
fonction lisse

u(é) M — R

telle que W(c(8)) = d(u(d)), et dont la dépendance en § € [0, 1]? est lisse.
Puisque ¢(0) = e, la fonction «(0) est constante, et quitte & la normaliser,
on la choisit identiquement nulle. On obtient alors une fonction lisse

w:[0,1* x M — R
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que l'on peut “déformer” par f en posant
ffru=uf:[0,1]> x M — R.
A § € [0,1]? fixé, cela nous donne une 1-forme exacte
fFrW(e(9))) = d(f*u(3)) € W(Uo).
On définit alors un 2-cube

¢ : 0,12 — G
5 = WIHF(W(c(9))))-

Puisque f est l'identité sur {0} x M, f*u(0) = u(0) = 0, donc ¢(0) = e.
Pour conclure, notons que les vérifications de (i), (ii) et (ii7) ne dépendent
que des propriétés de f (ou plus exactement de f,) et sont semblables &
2.2.16. O

Au vu du théoreme précédent, il nous reste une derniére chose a effectuer
pour démontrer le théoreme de Banyaga : il suffit de trouver une variété
compacte M telle que le groupe Hi(BHam(M,w),Z) soit trivial, ou, ce

qui revient au méme, telle que Ham(M,w) soit parfait. Bien siir, on va
choisir M = T? et essayer de faire fonctionner les arguments du théoréme
de Herman-Sergeraert.

Théoréme 3.4.14. Soit (T%,w) le tore muni de sa forme symplectique

—_—~

canonique. Alors le groupe Ham(T?, w) est parfait.

Démonstration. Notons Sympo(T?,w) la composante connexe de I'identité

—~—

du groupe des difféomorphismes symplectiques du tore T2, et Sympo(T?2, w)
son revétement universel. Commencons par montrer que l'inclusion plus
modeste

Ham(T?,w) C [Sympo(T?, w), Sympo(T?,w)]

résulte uniquement du théoréme de Herman-Sergeraert 2.1.7. Fixons v € T?
un vecteur diophantien (que ’on choisira petit par la suite). D’apres 2.1.7,
il existe un voisinage V de I'identité dans Dif f§°(T?) et une application

5:V — Diff§°(T?) x T?
tels que pour ¢ appartenant a V, en notant s(Rp) = (1, A), on ait
R,p= RAvaw_l.

Pour prouver 'inclusion précédente, il suffit de supposer que l'isotopie & =
(¢")icjo,] est petite, et on la choisit alors telle que pour tout ¢ dans [0,1],
R, " soit dans V. On obtient ainsi une écriture

Rv‘Pt = RMWRW(W)%
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avec s(R,¢") = (¢', A¢). Puisque pour tout ¢ € [0,1]
w = (pt*w — (wt*)_lRﬁﬂt*RL_WW —_ ('(/Jt*)_lR,’: t*w

on obtient
PHrw = Rfﬂ/}t*w.

En notant w; = ¥**w, on peut écrire w; = fiw avec une fonction f; posi-
tive quelque soit ¢t € [0,1]. Maintenant, puisque 7 est non-résonant (i.e.
[||k.~]]] # 0 pour tout k € Z* \ {0}), la translation R, posséde une orbite
dense dans T2. La forme w; étant invariante par R, il en est de méme de la
fonction f; qui est donc constante, nécessairement égale a 1. On en déduit
que wy = w, pour tout ¢ dans [0, 1], et donc v, préserve w. L’hypothese de
flux nul sur ¢® pour tout ¢ entraine facilement que A\; = 0. On obtient ainsi

Sot _ R;l'(/Jthy<'(/Jt)_1
ce qui prouve que l'isotopie ® est homotope a extrémités fixes a l’isotopie

t€10,1] — Ry ¢! Ryy (')~

—_~

et cette derniére est clairement incluse dans [Sympo (T2, w), Sympo(T?,w)].
En utilisant le théoreme de fragmentation 3.4.8, on va maintenant
montrer que ® peut s’écrire comme un produit de commutateurs dans

Ham(T?,w). Notons ¥ = (¢*)eqo,1] € Sympo(T?,w), 8 = —Fluxz(¥) € T?
et écrivons les isotopies Ry, = (R )tcjo,1) et R = (Rig)tefo,1). On obtient

—_~—

une isotopie ¥Rz et Pon peut écrire dans Sympo(T?,w)
® = [R;", V] = [R]', URy]

puisque les translations commutent. Notons ¥ = WRg, son flux étant nul,

—_~—

U appartient & Ham(T?2,w). Donnons-nous U = {Uy,...,U,} un recou-
vrement ouvert de M par des disques. Par le théoréme de fragmentation
symplectique, on peut écrire

U=0;...0,

avec, pour 1 < i < m, ¥; des isotopies hamiltoniennes & support dans
U;. Maintenant, en choisissant « suffisamment petit, on peut construire &
I’aide d’une fonction plateau une isotopie symplectique K; a support dans
un disque V; contenant U; (et donc de flux nul puisque V; est contractile) qui
coincide avec l’isotopie R;l sur U;. Puisque K; = R;l sur Uy, Ki_l =R,
sur R (U;) d’ott

RIWR, = KU, K
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et il s’en suit que

® = [R;', V]
= (BT TR () (T
= (R;'UIR,)... (R, R,) (W)~ . (T)
= (KK (K T K ) () (T) 7
= (K)(¥y )( ) (Bo) (W) (B3 () ™ (W)

De cette derniere écriture, on en déduit que ® = 0 dans ’abélianisé

—_—~ e~~~

Hy(Ham(T?,w)) 2 Ham(T?,w)/[Ham(T?,w), Ham(']l‘2 w)].

Ainsi @ appartient a [Ham(T?,w), Ham(T?,w)], et on a donc prouvé que

Ham(T? w) C [Ham(T?,w), Ham(T?,w)].
O

Pour conclure ce chapitre, évoquons la cas de la dimension supérieure.
Il y a deux manieres d’envisager le contexte : ou bien on considere une
variété (de dimension paire) munie d’une forme symplectique auquel cas
les résultats et les méthodes de cette section s’étendent immédiatement,
ou bien on se place sur une variété (de dimension quelconque) munie
d’une forme volume. Dans ce dernier cas, si M est une variété compacte
orientable de dimension n, on peut également définir un “morphisme de
flux”, & valeurs dans le H"~1(M,R), et dont le noyau constitue un sous-
groupe normal. Par des techniques analogues a celles de cette section et
de la section 2.2, Thurston et McDuff ont prouvé que ce noyau est simple
(voir [McD82], la démonstration de Thurston étant non publiée). Notons
néanmoins que les arguments dans ce cas sont beaucoup plus techniques.
En effet, on peut remarquer que les preuves des théoremes de fragmenta-
tion 2.2.1 et 3.4.8 utilisent des coordonnées “canoniques” sur les groupes
Dif f§°(M) et Sympo(M,w), qui n’ont hélas pas d’analogues sur le groupe
des difféomorphismes préservant le volume en dimension strictement plus
grande que deux.



Chapitre 4

Homéomorphismes
conservatifs

Soient M une surface compacte et u une mesure de probabilité borélienne
sur M. On dit qu'une application continue g : M — M préserve cette
mesure si pour tout borélien A, on a u(A) = u(g~(A)), e si p =
geft OU gup désigne la mesure image. On note Homeo(M, ) le groupe
des homéomorphismes préservant la mesure. Dans le cas a bord, on sup-
pose que notre mesure ne charge pas le bord (u(0M) = 0) et on note
Homeo(M,0M, 1) le groupe des homéomorphismes préservant la mesure
et qui sont I'identité sur un voisinage du bord.

Précisons tout de suite le contexte dans lequel on va se placer. On dit
qu’une mesure p est bonne si elle n’a pas d’atome (u({x}) = 0 pour tout
x dans M) et si elle charge les ouverts non vides. Par un théoreme de Von
Neumann-Oxtoby-Ulam (voir [OU41]), si p1 et ug sont deux telles mesures
sur une variété topologique compacte, il existe alors un homéomorphisme
h de notre variété tel que h,u; = pe : on a donc un résultat analogue au
théoreme de Moser sur les formes volumes. Ainsi les propriétés algébriques
et topologiques du groupe Homeo(M, ) ne dépendent pas du choix d’une
bonne mesure p. En pratique, on se fixe une forme volume lisse w, et on
prend la mesure p(A) = [ 4w, qui vérifie clairement les hypotheses. On
note Homeo(M, 11) le groupe des homéomorphismes préservant 'aire.

Dans le chapitre précédent, on a étudié et donné une réponse complete
au probleme de la simplicité des groupes de difféomorphismes C'*° de sur-
faces préservant le volume. On souhaite maintenant étendre ces méthodes
aux groupes Homeog(M, 1) et Homeoog(M,dM, i), mais malgré plusieurs
tentatives de différents auteurs, des questions importantes subsistent.

98
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4.1 Approche de Fathi

Une idée naturelle pour obtenir des résultats analogues aux groupes de
difféomorphismes est d’étendre les différents invariants de Calabi
aux groupes d’homéomorphismes. En effet, rappelons que pour le groupe
Dif f§°(M,w), nous avons construit un morphisme surjectif (premier inva-
riant de Calabi)

Sch : Dif f3°(M,w) — Hy(M,R)/T",

qui avait permis de conclure & la non-simplicité du groupe Dif f§°(M,w)
lorsque le H;(M,R) est non trivial. Nous allons exposer dans cette sec-
tion une construction de Fathi (voir [Fat80a]), qui généralise ce morphisme
au groupe Homeo(M, u), et qu’il appelle morphisme de “flot de masse”.
Commengons par regarder quelques exemples.

Dans le cas de la sphere S? ou du disque D?, il n’y a rien & faire puisque
le premier invariant de Calabi est trivial. Pour le tore T? et 'anneau A,
la notion de vecteur (ou de nombre) de rotation, qui est une version du
premier invariant de Calabi, es/t_PEn défini pour les/ll(\)géomorphismes s si
® = (¢")eqo,1) appartient & Homeoy(T?, 1) ou & Homeog (A, JA, 1), alors
la valeur moyenne de la fonction de déplacement

p@.0) = [ (7@ -)dn(a) € B on p( ) = [ (! (0)-)dulz) € R

donne naissance & un morphisme surjectif sur le groupe Homeog(T?, i)

ou sur Homeog(A?, 11). Cependant cette construction ne s’adapte pas aux
surfaces de genre supérieur qui ont une topologie bien plus complexe, d’ou
la nécessité d’une nouvelle approche.

Remarque 4.1.1. En réalité, Uinvariant de Schwartzman

Sch(®).oo = /M (/7” a) du(x)

peut €galement se définir pour un homéomorphisme d’une surface quel-
conque isotope a l'identité : en effet, bien que le chemin v, ne soit que
continu, il est bien connu qu’on peut le “lisser” en gardant les extrémités
fixes. Cependant cette approche n’est plus valable en dimension supérieure
pour des variétés topologiques (qui n’ont pas nécessairement de structure
différentiable) et il est préférable de donner une version de cet invariant
qut soit purement topologique.

Avant de donner la construction générale, on va commencer par traiter
I’exemple de 'anneau A de maniere informelle. On se donne © la fonction
angle (qui dépend d’un choix de coordonnées sur A)

0 A — T
0.r) — 8
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et ¢ un homéomorphisme de I’anneau préservant la mesure, isotope a
l'identité par une isotopie préservant la mesure (et fixant le bord). Notons
® = ((pt)te[o,l] cette isotopie. On peut alors relever ’homotopie

f o [0,1]xA — T
(tz)  — f2)=0(p'(z)) - O(x)

en une homotopie f:00,1] x A — R, et ce de maniére unique en imposant
la condition f0 = 0. Si z est un point de anneau A,

Var(x,®,0) = fl(z) eR

désigne alors sa variation angulaire sous 'isotopie. Maintenant, puisque I'on
dispose d’une mesure invariante, on peut considérer la variation angulaire
moyenne de tous les points de A en posant

Var(®,0) = Aﬁ(x)du(x) = /AVaT(:E,CP,G)du(:E) eR.

Cette construction est en fait valable pour toute fonction © : A — T et il
parait raisonnable qu’elle ne dépende que de la classe d’homotopie [O] et
de la classe d’homotopie de ® a extrémités fixes. De plus I'application

Var(®) : [ATI®2Z — R
C) — Var(®,0)

est un morphisme de groupes, on peut donc considérer que Var(®) est un
nombre réel, et enfin 'application

Var : Homeog(A, ) — R
) —  Var(®)

est également un morphisme de groupes. Le fait que ce morphisme soit
surjectif (donc en particulier non trivial) se voit facilement sur un exemple :
pour un réel o quelconque, prenons ’homéomorphisme

T, A — A
(0.r) — (04 ap(r),r)

avec une fonction p nulle au bord et de moyenne 1. L’homéomorphisme T,
est le temps 1 de l'isotopie T, = (Tia )tefo,1) €t il est clair que

Var(T,) = a/o p(r)dr = a.

Il est bien sur évident que ce que 'on vient de définir n’est rien d’autre
que le nombre de rotation. C’est ce type construction qui va se généraliser
a toutes les surfaces.
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Pour simplifier, on va supposer que M est fermée (le cas & bord s’obtient
par les modifications habituelles). Comme le suggere 'exemple précédent
(et de maniere analogue au premier invariant de Calabi), on commence par

définir ce morphisme sur le revétement universel Homeoo(M, ).

Remarque 4.1.2. On peut trouver dans [Fat80a] une preuve du fait que le

groupe Homeog(M, 1) est localement contractile. Ainsi, Homeog(M, p) est
exactement l’ensemble des classes d’homotopies a extrémités fixes d’isoto-
pies dans Homeog(M, ).

Notons [M, T] I'ensemble des classes d’homotopies d’applications de M
dans le cercle T. Alors [M, T] a clairement une structure de groupe abélien
et on a un isomorphisme

Hom([M,T),R) = H,(M,R).

En effet, il suffit de vérifier que [M, T] s’identifie & H'(M,Z). Si 'on choi-
sit un générateur o dans H'(T,Z) (une orientation sur T), on obtient un
morphisme de groupes

[M,T] — HYM,Z)

g — g o

qui se trouve étre un isomorphisme (ce dernier point n’est pas évident,

voir [Fat80a]). Prenons donc [®] appartenant & H%Q(M ,w) et [O] dans
[M,T]. Alors
flt=0¢'-0: M —T

est une homotopie entre fO = 0 et f! = O¢' — O. Par la théorie des
revétements, il existe une unique homotopie

-0 -6:M R

qui releve f' et qui vérifie fO = 0. On définit I'invariant de Fathi d’un

élément [®] appartenant & Homeoy(M,w) par

F@)0= [ Tla)duta) = | 87— Bla)duo)
M M
Théoréeme 4.1.3 (Fathi). On obtient ainsi un morphisme de groupes
F : Homeoo(M, 1) —> Hy(M,R)

continu et surjectif.

Démonstration. ([Fat80a]) Il y a plusieurs vérifications & faire. Soient ©, ©’
appartenant & C°(M, T), alors on a 1’égalité

(©+0)¢" —(0+0) =(0¢" —0) + (0'¢" - &)
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qui passe aux relevements

(O+0)p! = (0+0) = (0p! —0) + (¢! —©)

donc F(®) : CO(M,T) — R est un morphisme de groupes par linéarité de
I'intégrale.

Montrons maintenant que F(®) est bien définie sur [M, T]. Prenons une
fonction © : M — T homotope & une constante, et soit © le relevé de ©
obtenu en relevant I’homotopie. On a alors

6, 6-0, 06

et donc

F(®).O= /M Op! (z)du(x) — /M O(x)du(z) = 0.

Ainsi F(®) appartient & Hom([M, T],R) = H,(M,R).
Vérifions que
F : Homeoo(M, ) — Hi(M,R)

est bien définie. Si ¥ = (¢*);¢[0,1] est homotope & ®, il existe (H!), ¢e(0,1]
telle que HE = ¢ et Hf = ¢ pour tout ¢ dans [0, 1]. On dispose maintenant
d’une famille & deux parametres O H! — © qui se reléve en OH! — © et on
obtient ainsi

Opl—0 =0y -0

ce qui prouve que F(®) ne dépend que de [P].

Le fait que F : H;T\n_;)o(M ,i) — Hq1(M,R) soit un morphisme résulte
facilement de ’égalité

Op'd' — 0 = (0¢" — ©)¢" + (09" — O)

pour tout ¢ dans [0, 1] et du fait que ¢! préserve p.

Si I’'on munit H/o_n\zgoo(M, ) de la topologie C° et Hom([M, T}, R) de la
topologie faible, I’application F est continue, i.e.

Homeog(M, ) — R
o — F(9).0

est continue pour toute application continue © : M — T.

Pour conclure, il nous reste a démontrer la surjectivité. Puisque M est
une surface, on peut trouver une base Ci,...,C, de Hi(M,R) formée de
cercles plongés qui admettent un voisinage tubulaire dont ’espace total A;
est un anneau plongé. En s’appuyant sur le théoreme de Von Neumann-
Oxtoby-Ulam, on peut s’assurer que la mesure p sur A; est un multiple
de la mesure (de Lebesgue) standard. Alors en notant, pour 1 < i < n et
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a; € R, T,,, 'homéomorphisme de 'anneau A; introduit auparavant, on
peut définir une section de F par

H,(M,R) —  Homeoo(M, 1)
al[cl] + +an[Cn] — Tozl "'Tan
qui nous garantit la surjectivité de F. O

En notant I'), = F(m1(Homeoo(M, 11))) € H1(M,R), on obtient un mor-
phisme
F : Homeo(M, 1) — Hy(M,R)/T,.

Vérifions que cet invariant de Fathi restreint au groupe des difféomorphismes
Dif f§°(M,w) coincide avec le premier invariant de Calabi introduit dans
la section 3.1. Comparons les deux expressions :

Sch(®).a = /M ( L a> du(z)

F(P).6 = /M Op! — O(x)du(x).

En prenant ¢ une orientation sur T, il faut ainsi prouver
/ ©%c = Op! — O(x)
Yo,z
i.e. il faut montrer que
o t
Opt — 0 = / 0% (Xsp®)ds.
0

D’une part, les expressions coincident trivialement en ¢t = 0. D’autre part,
on a pour x appartenant a M fixé

©%0 (X, (¢"(2)))

Il
@
*
&
-
»
&

Ainsi I’application
t
tel0,1] — / 0% 0(Xs(p®(x)))ds € R
0

est bien un relevé de
te0,1] — (0" —O)(z) €T

qui s’annule en 0, donc F(®) = Sch(®P).
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Exemple 4.1.4 (Le tore T?). On a lidentification Hom([T?, T], R) = R?.
En effet, un élément de [T2,T| est représenté par une application

Ouy a0t 2= (21,22) — a121 + 4222

avec des entiers ay,as. Donc tout élément de Hom([T?, T],R) est de la
forme
Oay,0, — G171 + A2T2

pour un certain vecteur x = (x1,2) de R?. Dans ces conditions, on vérifie
sans trop de difficultés que lorsque ® est la translation de vecteur o, F(®) =
a, ce qui correspond bien évidemment au vecteur de rotation.

Remarque 4.1.5. Si ® est une isotopie préservant la mesure, une application
du théoréme ergodique de Birkhoff analogue a celle de la section 3.1 nous
donne la version asymptotique suivante :

1
= 1 — t_
F(P).0 t_l}inoo . (Opt —B)du

ou la limite existe pour p-presque tout x dans M.

On obtient finalement que si M est une surface dont le premier groupe
d’homologie est non trivial, le groupe Homeo(M, 1) n’est pas simple, le
noyau Ker(F) étant un sous-groupe normal propre. Il est alors naturel de
s’intéresser a la structure algébrique de Ker(F), ce qui inclut en particulier
le cas des groupes Homeoo(S?, i) et Homeo(D?, 0D?, ). Il n’est pas difficile
de vérifier que ce noyau est connexe et localement contractile (en admettant
que Homeo(M, ) et Homeo(M,OM, 1) possédent ces propriétés). En uti-
lisant une décomposition en anses, Fathi parvient & démontrer que Ker(F)
a la propriété de fragmentation mais n’arrive pas a en déduire la simplicité
(en dimension deux, la propriété de fragmentation peut certainement s’ob-
tenir en adaptant les arguments du théoréme de Fisher 1.2.3). En réalité,
sa construction étant valable en toute dimension, il prouve que si M est
une variété de dimension strictement plus grande que deux, le noyau est
simple ([Fat80a]).

Théoreme 4.1.6 (Fathi). Le groupe Ker(F) est simple pour n > 3.

En revanche, dans le cas qui nous intéresse, a savoir n = 2, le probleme
reste ouvert. Remarquons néanmoins que grace a I’astuce de Thurston 2.2.7,
on peut se limiter au cas du disque.

Proposition 4.1.7. Le noyau de linvariant de Fathi Ker(F) est simple
pour toute surface si et seulement si le groupe Homeo(D? OD?, i) est par-
fait.

Il suffit en effet de vérifier les hypotheses du théoreme 2.2.7, et toutes
ces vérifications se trouvent par exemple dans [Fat80al.
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On va alors tenter une autre approche dans la section suivante, en es-
sayant de généraliser le second invariant de Calabi sur le disque, qui per-
mettrait (en cas d’existence!) de conclure a la non-simplicité de ce groupe.

4.2 Approche de Gambaudo et Ghys

Comme indiqué précédemment, on se concentre désormais sur le groupe
2 2
Homeo(D?, 0D, i)

ou p est la mesure de Lebesgue sur le disque. Si ¢ est un difféomorphisme
du disque fixant un voisinage du bord et préservant la mesure, on sait
définir son second invariant de Calabi par

1
Callg) = /D i

ol hy,  est une primitive de p*X — X (A étant une primitive de la forme
d’aire) ou bien par

1
Cal(p) :/ Huwdt
o Jp2

avec H la fonction hamiltonienne normalisée engendrant ¢.

Rappelons que tout élément de Homeo(D?, OD?, i) est une limite C° de
difféomorphismes préservant la mesure (voir [Sik07] par exemple). Il serait
alors possible d’obtenir une extension du second invariant de Calabi au
groupe Homeo(D?,0D?, ) si celui-ci était continu pour la topologie C°.
Malheureusement, tel n’est pas le cas. En effet (voir [GG97]), il est facile
de trouver une suite de hamiltoniens autonomes H,, : D?> — R & support
dans le disque de rayon 1/n et de moyenne constante égale & 1. On obtient
alors une suite ¢, = @}1" de difféomorphismes hamiltoniens qui converge
uniformément vers l'identité mais cependant Cal(y,) = 1 pour tout entier
n. Il n’est donc pas possible d’étendre 'invariant de Calabi par ce simple
procédé de limite.

De maniere analogue a la section précédente, on va alors donner une
approche, plus topologique, de cet invariant. On la doit indépendamment
a Fathi ([Fat80b]) et & Gambaudo et Ghys (|[GGI7]).

Prenons une isotopie ® = (¢");c(0,1] dans Homeo(ID?, 0D?) avec ¢! = ¢
un homéomorphisme préservant la mesure. Si x, y sont deux points distincts
du disque D?, alors pour tout ¢ appartenant a [0, 1], les points ¢! (z) et ! (y)
restent distincts. On obtient ainsi un vecteur non nul

vy = o' (y) — ' (x)
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F1G. 4.1 — Variation angulaire Ang,(z,y)

et on définit Ang,(x,y) comme étant la variation angulaire de vy lorsque ¢
varie entre 0 et 1 (voir la figure 4.1).
En notant A la diagonale de D? x D?, on obtient une fonction

Ang, : D* xD*\ A — R.

Le fait que le groupe Homeo(D? dD?) soit contractile nous assure que
cette fonction ne dépend que de ¢ et pas de l'isotopie ®. Puisque I'on
dispose d’une mesure invariante, on serait tenté de définir un invariant de
conjugaison en faisant la moyenne

/ Angy(z,y)dp(z)du(y).
D2 xD2\ A

Cependant, on s’apercoit vite que cette intégrale peut ne pas avoir de sens,
car bien que la fonction Ang, soit continue, elle n’est pas nécessairement
intégrable sur la partie non compacte D? x D? \ A. Dans le cas oll ¢
est un difféomorphisme (de classe C1), on peut s’assurer de la conver-
gence de cette intégrale en montrant que la fonction Ang, est bornée
sur le complémentaire de la diagonale. En effet, suivant [GG97], intro-
duisons I'ensemble K des triplets (z,y, Ayy) ol (z,y) € D? x D? et Ay,
est une droite du plan passant par z et y. C’est une compactification de
D? x D2\ A, dans le sens o1 ce dernier s’identifie & un ouvert dense de K.
On peut alors étendre continiiment notre fonction Ang, & K, en définissant
Angy(z,, A,) comme étant la variation angulaire des droites d o' (A;)
lorsque t va de 0 & 1 (il faut également s’assurer que c’est indépendant de
lisotopie).
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Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant, di & Fathi ([Fat80b])
et redécouvert par Gambaudo et Ghys ([GG97]).

Théoréme 4.2.1 (Fathi). L’application
Dif f§°(D?,0D% ) — R
qui 4 @ associe

1
3 [ Anga(e)dn(e)duty)
D2xD2\A

est un morphisme de groupes qui coincide avec le second invariant
de Calabi.

Démonstration [GG97]. 11 est facile de montrer que cette application est
bien un morphisme de groupes. En effet, pour des difféomorphismes ¢ et
1, on écrit

Angpp(z,y) = Angg(x,y) + Ang,(6(z), ¢(y))

et on utilise le fait que ¢ préserve 'aire pour obtenir

/ Angp(z, y)dp(z)du(y) = / Angy(z, y)du(z)du(y)
D2 xD2\A D2 xD2\A

s [ Ang e gdutda(y).
D2 xD2\A

Par le théoreme de Banyaga 3.3.6 sur la simplicité du noyau du second
invariant de Calabi, il existe un morphisme de groupes ¢ : R — R tel que
pour tout ¢ € Homeo(D?, 0D?, )

[ Ango(e.dnte)duty) = (Cal(e),
D2 xD2\A

De plus, ¢ est continu car Cal(yp) et Ang, sont continus en ¢ (pour la
topologie C!) donc ¢ est la multiplication par une constante. Pour conclure,
il suffit de montrer que ce facteur (qui n’est rien d’autre qu'une constante de
normalisation) vaut %, ce qui peut se faire en calculant sur un hamiltonien
explicite. O

Remarque 4.2.2. Il existe d’autres preuves de ce résultat : voir [GGIT] pour
une démonstration n’utilisant pas le théoréeme de Banyaga, et qui consiste a
montrer que les deux expressions coincident pour des hamiltoniens de plus
en plus généraux, ou bien [Fat80b] pour un argument encore différent.

Par une utilisation du théoréeme ergodique de Birkhoff, on obtient la
version asymptotique suivante :

/ Angy,(z,y)dp(z)du(y)
D2 xD2\A

:/DWQ\A< lim 1Ang¢t(z,y)> dp(x)dp(y)

t——+oo
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apres avoir étendu notre isotopie (¢*);c(0,1] & R. Cette relation nous permet
d’obtenir une nouvelle preuve, plus géométrique, du fait que cette variation
angulaire totale correspond au second invariant de Calabi (cette preuve est
due & Frédéric Le Roux). Pour u2-presque tout couple de points (z,y),
notons 1
Alz,y) = lim -~ Ange:(z,y)

I’enlacement asymptotique des points x et y. On a donc deux applications
différentiables

1
Cal : p— / Huwdt
0 /D2

Cal i pr—s + A, y)du(w)dpu(y)
D2xD2\A
et I’on souhaite montrer qu’elles coincident. Elles sont clairement égales en
Iidentité, il suffit alors de prouver que leur différentielle coincident. Soit
donc (¢')eqo,1) une courbe dans Dif f>(D?, 0D?, p) partant de I'identité
(qui est donc une isotopie hamiltonienne), on veut montrer la relation

L limia Cal(p) = L limiy (Cal())

pour tout ¢ty € [0,1]. Puisque Cal et Cal sont des morphismes continus
pour la topologie C', il suffit de vérifier cette relation pour ¢,z = 0. On
obtient alors

d
E|t:0(0al(s@t)) = [ How
D2

et

Geo@ale) = [ dolapdutalduty)
xD2\ A

ou Ap(z,y) est I'enlacement asymptotique des points x et y sous l'isotopie
hamiltonienne autonome engendré par Hy. Maintenant, par la proposition
3.2.7, presque tout point de M est sur une orbite périodique du flot hamil-
tonien associé & Hy. Soient x un tel point, et D, le disque bordé par son
orbite. Remarquons alors que le nombre Hy(x) est le nombre de rotation
de D'isotopie dans I'anneau D? \ D,, et que pour un point y appartenant a
cet anneau, Ag(x,y) est le nombre de rotation du point y dans D? \ D,.
On trouve alors

[ Aswydute)duty) =2 [ How.
D2 xD2\ A D2

En effet, en supposant que x et y ont des trajectoires périodiques, on peut
découper le domaine d’intégration de Ay en trois parties : ou bien y ap-
partient a D, ou bien x appartient & D,, ou bien ni I'un ni 'autre et ’on
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peut facilement vérifier que ce dernier cas n’apporte aucune contribution a
I'intégrale.

Méme si elle ne fait pas intervenir de différentiabilité dans sa construc-
tion, la formule

Cal(y) = E /D pia Angy(z, y)dp(x)du(y)

n’a de sens que si ¢ est un difféfomorphisme. Cependant, une conséquence
intéressante de cette relation est l'invariance topologique du second inva-
riant de Calabi.

Théoreme 4.2.3 (Gambaudo-Ghys). Soient ¢ et ¢ des éléments du
groupe Dif f§°(D?, 0D, i) conjugués dans Homeo(D?, OD?, u). Alors on a
Iégalité Cal(p) = Cal(9).

La preuve repose sur un lemme de théorie ergodique.

Lemme 4.2.4. Soit (X, ) un espace topologique muni d’une mesure de
probabilité borélienne, T : X — X une transformation préservant la me-
sure, u une fonction continue et f une fonction intégrable tels que

f=uT —u.
Alors f a une moyenne nulle.

Démonstration. En écrivant les sommes de Birkhoff pour la fonction f, on
trouve

n—1
1 1
— E fTF = = (uT™ — u).
n & n

En appliquant le théoreme ergodique de Birkhoff, on trouve que le terme de
gauche tend vers une fonction de moyenne égale a celle de f pour pu-presque
tout x et par le théoreme de récurrence de Poincaré, on peut extraire du
terme de droite une sous-suite qui converge vers 0 pour u-presque tout x.
La fonction f a donc une moyenne nulle. O

Remarque 4.2.5. Le lemme suivant est en fait valable sous les hypothéses
que X soit un espace de probabilité et u une fonction mesurable, voir
[Fat80b].

Démonstration du théoréme 4.2.3. On a une relation de conjugaison ¢ =
1¢1h~! pour un certain v appartenant & Homeo(D?, 9D?, ;1) qui nous donne

Angy(z,y) + Ang, (Y (x), ¥ (y)) = Angy(z,y) + Angy(9(x), ¢(y))

que 'on peut écrire sous la forme

Ang, (Y(x), ¥ (y)) — Ange(w,y) = Angy(9(x), d(y)) — Angy(z,y).
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La fonction Angy n’est pas intégrable sur D? x D? \ A car 1) est seulement
un homéomorphisme, mais elle est quand méme continue. Puisque ¢ x ¢
préserve la mesure produit et que la fonction

Ang, (Y x ¥) — Angg = Angy (¢ x ¢) — Angy

est intégrable (puisque ¢ et ¢ sont des difféomorphismes), le lemme 4.2.4
nous indique qu’elle a une moyenne nulle, ce qui signifie bien que Cal(p) =
Cal(¢) puisque v préserve la mesure. O

Donnons maintenant une maniere plus abstraite d’envisager le probleme
de I'extension du second invariant de Calabi au groupe Homeo(ID?, 9D?, i)
(que 'on doit & Ghys, voir [Ghy03] et [Ghy07]).

Question 3 (Ghys). Eziste-t-il une application non triviale
I:C°%(D*xD*\A)—R

linéaire et équivariante sous l’action diagonale de Homeo(D?, 0D?, 1) sur
CO(D? x D2\ A) ?

Bien stir, si 'on se restreint aux fonctions bornées sur le complémentaire
de la diagonale dans D? x D?, il suffit de prendre pour I l'intégration par
rapport & la mesure produit ;2. On cherche donc & étendre cette intégration
pour les fonctions qui ne sont que continues. Supposons que la réponse a
la question précédente soit positive. Alors ’application

Homeo(D?,0D?, i) — R
) —  I(Angy)

définit un morphisme de groupes non trivial (qui prolongerait le second
invariant de Calabi si I était une extension de l'intégration des fonctions
bornées sur le complémentaire de la diagonale dans D? x D?). Dans ce cas,
le groupe Homeo(D?, 9D?, 1) n’est pas simple, le noyau de cet “invariant de
Calabi” définissant un sous-groupe normal propre de Homeo(D?, dD?, ).
Ce noyau contient en particulier I’ensemble

H = {¢) € Homeo(D?,0D?, 1) | Angy, = Zul(goZ X p;) — Ui}

i=1

avec un entier n, des fonctions u; € C°(D?*xD?*\A) et des homéomorphismes
©; € Homeo(D?,0D?, 1), pour 1 <i < n.

Cependant, la construction d’une telle fonctionnelle I reste une ques-
tion ouverte (dans [Ghy03] et [Ghy07], on pose la question “simplifiée”
de 'existence d’une fonctionnelle linéaire sur ’espace des fonctions conti-
nues du disque épointé et équivariante sous ’action des homéomorphismes
préservant la mesure). Mais la discussion précédente a permis de définir un
sous-groupe H de Homeo(D?,0D?, 1) qui a un sens indépendemment de
I’existence hypothétique de I et on a la proposition suivante.
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Proposition 4.2.6 (Ghys). L’ensemble H est un sous-groupe normal de
Homeo(D?,0D?, 1) qui n'est pas réduit a l’identité.

Démonstration. Notons G = Homeo(D?,0D? u) et E = C%(D? x D\ A).
Pour u € M et ¢ € G, on écrit u.¢ = u(p x ) (cela correspond & une
action & droite de G sur E). Soit C I'espace des cobords, i.e. le sous-espace
vectoriel de E engendré par les fonctions de la forme u.¢ — u, et notons []
les classes d’équivalences dans le quotient E/C'. Alors la relation

Ang¢1¢2 = An9¢2 + An9¢1 P2
se traduit par le fait que 'application

F : G — E/C
¢ — [Ang,]

est un morphisme de groupes. Par définition H est le noyau de F, c’est
donc un sous-groupe normal de G. De plus, puisque E/C est abélien, H
contient les commutateurs de G et il n’est donc pas réduit a l'identité. [

Mais la question suivante, naturellement liée & la précédente, semble aussi
difficile.

Question 4. H est-il un sous-groupe propre de Homeo(D?,0D?, 1) ?

On va alors changer de point de vue, et au lieu d’essayer d’étendre les
invariants de Calabi, on va tenter de définir un groupe d’homéomorphismes
“hamiltoniens”. Avant cela, il nous faudra examiner un peu plus en détail
le groupe des difféomorphismes hamiltoniens.

4.3 Distance de Hofer

Dans cette section, on poursuit I’étude du groupe des difféomorphismes
hamiltoniens. Plus précisément, on y introduit une distance bi-invariante,
appelée distance de Hofer, qui trouve son origine dans la recherche d’or-
bites périodiques pour les systémes hamiltoniens (ou plus précisément de
caractéristiques fermées dans les hypersurfaces des variétés symplectiques).

Cependant, le but ici est seulement de donner quelques définitions et
propriétés élémentaires de la distance de Hofer dont on aura besoin dans
la section suivante. Pour cette partie, on pourra consulter les références
[MS98], [HZ94], [Pol01] et [AK98]. On se donne (M,w) une variété sym-
plectique de dimension quelconque.

Soit ¢ un difféomorphisme hamiltonien. Si 'on considére ¢ comme un
“mouvement mécanique”, une question naturelle est alors de savoir quelle
est ’“énergie minimale” nécessaire pour engendrer .
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Par définition, il existe un hamiltonien H appartenant a H qui engendre
une isotopie 7 = (¢} )iejo,1] avec ¢y = ¢. Choisissons une norme ||.|| sur
I’espace vectoriel A. Cela permet de mesurer 1’“énergie” d’un hamiltonien
H par l'intégrale fol || H¢||dt. On définit alors I’“énergie” de ¢ par

1
E(p) —inf{/ Hdt | ¢y = o, H € H}
0

et ceci permet de donner une réponse a la question posée. On peut considérer
I’énergie de ¢ comme une distance a l’identité, et en décrétant ’invariance
a gauche, on obtient une application

d: Hom(M,w) x Ham(M,w) — [0, +o0|

définie par
(v, ) = d(1,9 " ) = E(Y " ).

Voici une autre maniére de comprendre cette distance d(i, ¢). On rappelle
qu’'une structure de Finsler sur une variété N est la donnée, pour tout point
x appartenant & N, d’une norme ||.||, sur T, N qui dépend de maniere lisse
du point z (c’est donc une notion un peu plus générale que celle de métrique
riemannienne). Maintenant, si I’on considere Ham(M, w) comme un groupe
de Lie, A s’identifie & son espace tangent & I'identité (voir la section 3.2)
et la norme ||.|| s’étend par invariance & gauche en une structure de Finsler
sur Ham(M,w). Comme dans le cas riemannien, on peut ainsi définir la
longueur des courbes dans Ham(M,w) (en particulier, fol || H¢||dt n’est rien
d’autre que la longueur de la courbe ¢ € [0,1] — ¢ € Ham(M,w)) puis
définir la distance d(1, ¢) comme la longueur minimale d’une courbe reliant

P et .

Pour les groupes de Lie de dimension finie, il est toujours plus utile
d’avoir une distance bi-invariante. On sait que cela revient a demander
I'invariance de ||.|| sous l'action adjointe, dans notre cas, on veut donc
[|H|| = [|H¢|| pour tout difféomorphisme hamiltonien ¢. Remarquons
qu’une telle propriété impose ici une sévere restriction sur le choix de ||.|,
a savoir la “nature C°” de ||H||, qui ne doit pas faire intervenir de dérivées
de H.

Proposition 4.3.1. L’application d : Ham(M,w)x Ham(M,w) — [0, +00[
ainsi définie vérifie les propriétés suivantes, pour tout @,P,¢p €
Ham(M,w) :

(i) p =9 =d(p,¥) =0;

(it) d(p,v¥) = d(¥,¢) ;

(iti) d(p,0) < d(p,v) +d(¥,0);

(i) d(p,) = d(0p0~",000~").

Il
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Démonstration. Le point (i) est trivial. Pour (iz), (i#d) et (iv), il suffit
de montrer respectivement que E(p) = E(p~ 1), E(py) < E(p) + E(3)

et E(ppdp~!) = E(p) ce qui résulte facilement des formules définissant H,
H#K, et ¢*H (voir la proposition 3.2.2) ainsi que la propriété d’invariance
[|H|| = ||H9|| pour tout ¢ € Ham(M,w). O

En particulier, d définit seulement une pseudo-distance sur Ham(M,w),
on ne peut pas dire de maniere générale si d est non dégénérée, i.e. si

d(p, ) =0= o =1.

Cela va dépendre du choix de la norme ||.|| sur A. Voici deux exemples que
I’on étudiera plus en détail par la suite :
(1) la norme LP, 1 < p < oo définie par

1/p
], = ( / |pr)
M

(2) la norme d’oscillation

H) = sup H(z) — inf H(z).
Osc(H) = sup H(z) — inf H(z)

On aurait pu également choisir la norme C°
||Hl[co = sup [H ()]
reM

mais par normalisation des hamiltoniens, on obtient facilement 1’inégalité
[[H[|co < Osc(H) < 2||H||co

et donc I’équivalence entre la norme C° et I'oscillation. Le choix de la norme
d’oscillation est motivé par la recherche d’orbites périodiques des systemes
hamiltoniens (voir [HZ94]).

On note dy, et do les pseudo-distances définies par ces normes. La pseudo-
distance d, est appelée distance de Hofer. On verra par la suite qu’elle est
effectivement non dégénérée, ce qui n’est pas le cas de d,,.

Associée a la norme d’oscillation sur A, on définit la norme de Hofer d’un
hamiltonien H appartenant & H par

1
HHHLOO = / OSC(Ht)dt
0
de telle sorte que

doo (1, ) = nf{[[Hl1,00 | ¢}y = ¢, H € H}.
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On aurait pu encore choisir d’autres normes sur H, comme par exemple

sup (Osc(Hy))
te[0,1]

ou bien la norme équivalente

sup |H(t,x)|.
(t,z)€[0,1]x M

Ces deux derniéres normes ne sont pas équivalentes a ||.||1,00, cependant,
les distances induites sur Ham(M,w) coincident (voir [Pol98]).

Proposition 4.3.2 (Polterovich). Pour ¢ appartenant ¢ Ham(M,w),
on a

doo(1,0) = inf{ sup (Osc(H,)) | ok = o, H € H} .

tefo,1]

La définition originale de Hofer (voir [Hof90]) était

Il — su H.(z) | — inf H(x
|| H| <(M)€MPX[O)1] il )> ((z,t)eMx[O,l] (>>

et cette derniere est clairement équivalente & ||.||co. Dans la suite, on écrit
simplement ||.|| = ||.||1,00 pour la norme de Hofer.

Remarque 4.3.3. Si d est une pseudo-distance bi-invariante sur le groupe
Ham(M,w), on note

Ga={p € Ham(M,w) | d(1,¢) = 0}.

Par les propriétés d’invariance de d, il est immédiat que G4 est un sous-
groupe normal de Ham(M,w). Si M est fermée, on sait que Ham(M,w)
est simple, donc Gy est trivial ou Gqg = Ham(M,w). En particulier pour
prouwver la non dégénérescence de d sur une variété fermée donnée, il suffit
d’ezhiber un seul difféomorphisme ¢ vérifiant d(1, ) > 0.

De maniere générale, la non-dégénérescence d’une pseudo-distance bi-
invariante d sur le groupe des difféomorphismes hamiltoniens est liée a la

notion d’énergie de déplacement.

Définition 4.3.4. On appelle énergie de déplacement d’une partie U incluse
dans M la quantité définie par

eq(U) = inf{d(1,¢) | ¢ € Ham(M,w) et o(U)NU = 0}

si cet ensemble n'est pas vide, et eq(U) = +oo dans le cas contraire.
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Fic. 4.2 - Energie de déplacement

Cette quantité représente l’énergie minimale dont un difféomorphisme
hamiltonien a besoin pour déformer U en un ensemble qui lui soit disjoint,
d’ot le terme énergie de déplacement (voir la figure 4.2). L’intérét de cette
notion réside dans le théoréme suivant ([Pol01], [EP93]).

Théoréme 4.3.5 (Eliashberg-Polterovich). La pseudo-distance d est
non dégénérée si et seulement si eq(U) > 0 pour tout ouvert U non vide.

Démonstration. ([Pol01]) Supposons que eq charge les ouverts non vides.
Si p appartenant & Ham(M,w) est différent de 'identité, il existe un point
x dans M tel que p(z) # z et alors par continuité ¢ déplace une petite
boule U centrée en x, d’ott d(1, ) > eq(U) > 0 et donc d est non dégénérée.
Pour la réciproque, on procede en deux étapes.

(a) Si U est un ouvert non vide, il existe p, € Ham(M,w) & support
dans U tels que [p, ] # 1.

Commengons par remarquer que si deux hamiltoniens autonomes H et
K engendrent des flots qui commutent, alors {H, K'} = 0. Soit « un point
de U, choisissons deux vecteurs &, € T, U tels que w(£,n) # 0. En prenant
des coordonnées symplectiques au voisinage de x, on trouve deux germes
de fonctions H et K vérifiant Xy () = £ et Xk (x) = n, puis on étend ces
fonctions sur M par une fonction plateau. Quitte & ajouter une constante
pour normaliser, on trouve des hamiltoniens qui vérifient {H, K} # 0 car

{H, K}(z) = w(Xp(2), Xk (2)) = w(&,n) # 0

donc leurs flots, qui sont a support dans U, ne commutent pas. Ceci prouve
I’assertion.
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(b) Si U est un ouvert non vide et v, € Ham(M,w) sont a support dans
U, alors on a eq(U) > 1/4d(1, [p,v]).

Le théoreme est alors une conséquence immédiate de ces deux asser-
tions. Il nous reste donc a démontrer cette seconde affirmation. On peut
supposer e4(U) < oo (sinon 'inégalité serait triviale), il existe alors un
difféomorphisme hamiltonien h qui déplace U. Notons 6 = [p,h~]. On
peut alors vérifier que [¢,¥] = [0, ]. Ainsi

a1, [p,9]) = d(1,10,¢])
Ao, oy )
(

< d(1,07Y) +d(1, 90y
= 2d(1,0)
< 4d(1,h).

En minimisant sur les A qui déplacent U, on obtient 'inégalité voulue. [

Ce théoreme va nous étre fort utile pour étudier la dégénérescence ou
non des pseudo-distances do et dp.

Théoréme 4.3.6. On a eq (U) > 0 pour tout ouvert U non vide, i.e. la
distance de Hofer est non dégénérée.

Ce théoreme est tres difficile, et il semble que les preuves existantes
restent encore assez mystérieuses (voir la discussion dans [Pol01]). On le
doit & Hofer pour M = R?" ([Hof93], [HZ94]) et & Lalonde-McDuff dans le
cas général ([LM95]). Dans tous les cas, la preuve repose sur la notion de
capacité symplectique (voir [Vit89], [HZ94]).

Définition 4.3.7. Une capacité symplectique est une application qui a toute
variété symplectique (M,w) associe un nombre ¢(M,w) € [0,00] et qui
vérifie les axiomes suivants :

(A1) si (M,w) se plonge symplectiguement dans (M',w"), alors

c(M,w) < c(M',w'") (monotonie) ;

(A2) on a ¢(M,aw) = |alc(M,w) pour tout réel a # 0 (homogénéité) ;
(A3) si on note B*(r) la boule euclidienne de rayon r dans R?" et
72" (r) = B%(r) x R?"=2 [e cylindre symplectique, alors

c(B*(1),wp) >0 ; ¢(Z%"(1),wy) < o0  (non-trivialité).

En cas d’existence, le premier axiome nous assure qu’un tel nombre est
en particulier un invariant symplectique et le dernier axiome nous interdit
d’avoir le volume comme capacité symplectique (en dimension strictement
plus grande que deux bien siir), ce qui permet de faire une distinction
claire entre la géométrie symplectique et la géométrie sous-jacente associé
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a la préservation du volume. Les capacités symplectiques existent, et elles
sont méme nombreuses. Le premier exemple est dt & Gromov ([Gro85]), ol

ce(M,w) = sup{m"2 | (an(r),wo) — (M,w)}.

Cette application vérifie clairement les deux premiers axiomes, quand a
la non-trivialité, c’est une conséquence d’un théoreme fondamental (et
tres difficile) de Gromov, qui inaugura 'utilisation des courbes pseudo-
holomorphes en géométrie symplectique.

Théoreme 4.3.8 (Gromov). I existe un plongement symplectique
(B*"(r),wo) <= (Z*"(R),wo)
seulement st r < R.

On en déduit ainsi que
ca(B*(1),wo) = ca(Z°"(1),wp) = 7.

La non-dégénérescence de la distance de Hofer dans le cas général est alors

499

une conséquence de I'inégalité d’“énergie-capacité” suivante, que 1'on doit
a Lalonde et McDuff.

Théoreme 4.3.9 (Lalonde-McDuff). Soient (M,w) une variété sym-
plectique et U une partie de M, alors

) > %Cg(U).

Pour M = R27", il existe d’autres capacités symplectiques, de nature
variationnelles, construites dans un premier temps par Ekeland et Hofer
([EH89], [EH90]) puis par Hofer et Zendher ([HZ90], [HZ94]). Pour une
partie U incluse dans R?", Hofer avait prouvé I’inégalité

edx(U) > CHz(U)

ou cpz désigne la capacité de Hofer-Zehnder (voir [Hof90]), démontrant
ainsi la non-dégénérescence de la distance de Hofer dans le cas ot M = R?™.

Notons une conséquence immédiate de ces résultats, qui sera fondamen-
tale dans la suite pour définir une notion d’homéomorphisme hamiltonien.

Corollaire 4.3.10. Soient (H;)ien, H des hamiltoniens lisses appartenant
a 'H, et ¢ un homéomorphisme. On fait les hypothéses suivantes :

(2) lim; 400 ||Hi — H|| = 0 pour la norme de Hofer dans H ;

(1) lim; 400 deo (g, ) = 0 pour la norme C°.
Alors p = ¢l /
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Démonstration. Par l'absurde, supposons que ¢ # ¢}, et posons ¢ =
wip~ 1. Ainsi ¢ # 1, donc on peut trouver une petite boule U telle que
UNy(U) = 0. Puisque ¢ est limite uniforme de ¢; = ¢y (¢},)"", on a
U N;(U) = 0 pour ¢ suffisamment grand. On a donc d’une part

doo(lawi) Z €do (U) >0

et d’autre part
doo(1,40i) < ||H; — H|

avec
lim ||H; — H|| =0
i—+00

ce qui est absurde. Donc ¢ = k. O

Enfin terminons cette section par I’étude des pseudo-distances d,,, définies

par
1 1/p
dp(l,ap):inf{/ (/ |H|pw) dtgo}{:go,HE'H}.
0o \Jm

Théoréme 4.3.11 (Eliashberg-Polterovich). Pour p fini, la pseudo-
distance d, est dégénérée. De plus, si M est fermée, alors d, est identique-
ment nulle.

Démonstration. ([Pol01]) Soit U une boule suffisamment petite plongée
dans M. En prenant des coordonnées symplectiques au voisinage de U, on
peut facilement trouver un flot hamiltonien “horizontal” qui déplace U, i.e.
il existe un hamiltonien autonome H € C°°(M) tel que ¢+ (U)NU = 0.

Posons S; = cpfq(aU), et soit V; un voisinage de S;. A I'aide d’une fonc-
tion plateau, on construit K € C°°(M x [0, 1]) qui vérifie

K, = H sur S;
0 surM\V,.

Quitte a rajouter une constante ¢; pour normaliser, on suppose que K € H.
Notons 1k le difféomorphisme hamiltonien engendré par K. Puisque K
coincide avec H sur Sy, il est immédiat que ¢L(U) N U = ). En prenant
des voisinages V; arbitrairement petits, on peut s’assurer que la norme

1 1/p
1K1, = [ (/ Kt|pw) dt
0 Vi

soit aussi petite que I'on veut. Ainsi eq, (U) = 0, ce qui implique que la
distance d;, est dégénérée. Enfin, si M est fermée, la derniere conclusion
résulte de la simplicité du groupe des difféomorphismes hamiltoniens. [
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Remarque 4.3.12. Dans le cas du disque D?, ou plus généralement d’une
varieté symplectique non fermée, en notant

Ga, = {p € Ham(D? 0D, w) | dp(1,¢) = 0}

le second théoréme de Banyaga permet aussitot de conclure que G, contient
le noyau du morphisme de Calabi. Un autre résultat d’Eliashberg et Polte-
rovich ([EP93]) nous donne la relation plus fine suivante :

dy(1,¢) = vol (M) 7" |Cal()|

avec les conventions (+00)? =1 et (+00)7¢ = 0.

4.4 Approche de Oh

Dans les deux premieres sections de ce chapitre, on a tenté d’obtenir des
résultats de simplicité concernant les groupes d’homéomorphismes préser-
vant la mesure en essayant d’étendre a ces groupes les invariants de Calabi,
initialement définis pour les difféomorphismes. Cette approche a fonctionné
pour le premier invariant de Calabi (construction de Fathi) mais pas pour
le second. De plus, la question de la simplicité du noyau de I'invariant de
Fathi reste encore ouverte.

Dans cette section, on change d’approche et 1’'on essaie de définir un
analogue C° au groupe des difféomorphismes hamiltoniens, selon des idées
de Oh [OMO7]. Pour que la comparaison soit acceptable, il faut que ce
sous-groupe soit normal dans Homeog(M, ) et qu’il soit contenu dans
le noyau de l'invariant de Fathi. Si ¢’est un sous-groupe propre, alors en
particulier les groupes Homeoo(S?, 1) et Homeog(D?, 0D?, 1) ne sont pas
simples. Sinon, tout revient a étudier la simplicité de ce groupe, et pour
cela, on peut toujours essayer de définir un second invariant de Calabi.

Une premiere idée pour définir ce groupe est tout simplement de prendre
I'adhérence de Ham(M,w) dans Homeoo(M, 1) pour la topologie C°. Ce-
pendant, si 'on procede de la sorte on peut facilement obtenir tout le
groupe Homeog(M, j1). Par exemple, dans le cas de la sphere S?, on a
Ham(S?,w) = Dif f§°(S?,w) et l'on sait qu’en dimension deux, on peut
approcher tout homéomorphisme préservant I'aire par un difféomorphisme
préservant Daire.

Une autre idée, motivée par la nature C° de la distance de Hofer, consiste-
rait alors & compléter le groupe Ham(M,w) vis-a-vis de cette distance, i.e.
a prendre des classes de suites de Cauchy d’éléments de Ham(M,w) pour
la distance de Hofer. Le souci de taille auquel on est rapidement confronté
est de ne pas pouvoir représenter chaque classe par un homéomorphisme,
i.e. on sort du groupe Homeo(M, u) (voir [OMOT]).

On va alors chercher un compromis entre ces deux idées. Au vu du
résultat 4.3.10, une topologie “produit” entre la topologie C° et la topologie
de Hofer sur Ham(M,w) pourrait donner un résultat intéressant.
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Cependant, pour définir correctement une notion d’homéomorphisme ha-
miltonien et en faire un groupe, il va d’abord falloir raisonner sur I’espace
des isotopies hamiltoniennes pour définir des isotopies hamiltoniennes topo-
logiques (il n’y a rien de surprenant, c’est de cette maniere que ’on procede
pour définir les difféomorphismes hamiltoniens). Commengons par préciser
ce que ’'on entend par topologie “produit” entre la topologie C? et la topolo-
gie de Hofer, et introduisons a cet effet la notion de distance hamiltonienne,
que 'on doit a Oh.

Définition 4.4.1. Soient P,V deux isotopies hamiltoniennes engendrées
par les fonctions H, K € H. On définit leur distance hamiltonienne par

dgam(Pu, Vi) = d(@u,Yi) + [|H — K|
ol d(®p, Vi) = sup;epoq) deo(9ly, Vi) et ||.|| est la norme de Hofer sur

H.

Remarque 4.4.2. En prenant le temps 1 des isotopies, on définit de maniere
analogue une distance hamiltonienne sur le groupe Ham(M,w). On peut
d’ailleurs montrer que muni de cette topologie, le groupe Ham(M,w) reste
un groupe topologique connexe par arcs (voir [OMO07]).

On peut alors maintenant définir I’ensemble des isotopies hamiltoniennes
topologiques, ou haméotopies, en complétant I’espace des isotopies hamil-
toniennes (lisses) par rapport & la distance hamiltonienne, puis définir
les homéomorphismes hamiltoniens, baptisés haméomorphismes, comme
temps 1 d’haméotopies. Voici des définitions formelles.

Définition 4.4.3. Soit ® = (")c(o,1) une isotopie dans Homeo(M). On
dit que ® est une haméotopie s’il existe une suite de hamiltoniens lisses
(H;)ien dans H qui vérifie les deux conditions suivantes :

Dans ce cas, p = o' est un haméomorphisme, et on note Hameo(M,w)
l’ensemble des haméomorphismes.

Notons L1*°([0,1] x M) le complété de H pour la norme de Hofer, i.e.
LY*([0,1] x M) = {H :[0,1] x M — R | ||H|| < oc}.

La suite (H;);en dans la définition est de Cauchy pour la norme de Ho-
fer sur H, elle admet donc une limite H appartenant & L%*([0,1] x M),
non nécessairement lisse, qui joue le role de fonction hamiltonienne pour
Iisotopie ®. En particulier, on a

hm dHam((I)HLacI)) == hm (d(‘I)HI,(b) + ||Hz - H||) =0.

1——+00 1— 400
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Remarque 4.4.4. On obtient automatiquement que ® préserve la mesure
car chaque @' est une limite uniforme d’homéomorphismes préservant la
mesure, donc préserve la mesure (voir [Fat80a)).

L’ensemble Hameo(M,w) est donc inclus dans le groupe Homeo(M, ).
On le munit de la topologie induite, i.e. de la topologie C°. Pour s’assurer
que Hameo(M,w) est un bon analogue au groupe Ham (M, w), il faut avant
tout vérifier que c’est un sous-groupe normal de Homeog(M, ). C'est ce
que l'on fait dans la proposition suivante (voir [OMO7]).

Théoréme 4.4.5 (Oh-Miller). Hameo(M,w) est un sous-groupe normal
de Homeo(M, 1), connezxe par arcs.

Démonstration. Commencons par vérifier que Hameo(M,w) est stable par
composition. Soient ® = (¢')ici01] et ¥ = (¥),c(0,1) deux haméotopies,
définies par des suites de hamiltoniens (H;);en et (K;)ien qui vérifient

hm dHam((I)H“‘I’):O 3 hm dHam(\I/Ki,\I/)ZO.

i—+00 1—+00

On veut prouver que
Q.U :tc0,1] — oYt € Homeo(M, 1)

est aussi une haméotopie. Rappelons que 'isotopie ®f,. Uk, est engendrée
par la fonction H;#K; et notons H, K € L1*°([0,1] x M) les limites des
suites (H;);en et (K;)ien pour la norme de Hofer. 11 suffit alors de prouver
que

) hgl dHam((DHi-\I’Kia (I)\I/)

= lim (d(@y, Wy, 00) + || Hif K — HEK]) =0,
1— 100
Le premier membre de la somme tend clairement vers 0, car la composition
est continue pour la topologie CV sur Homeo(M ). Pour le second membre,
on écrit

|Hi#K; — H#K|| |Hi — H + Ki(®n,)™" — K7}

< ||H; — H|| + || Ki(®n,) ' — Ko™
< ||H; — H|| + | Ki(®pg,) " — K@
+ || K07 — Ko
< ||H; — H|| + || Ki(®p,) ! — K@M + ||Ki — K.

Par hypotheses, les termes ||H; — H|| et ||K; — K|| tendent vers 0 quand ¢
tend vers 'infini. Seul le terme du milieu mérite plus d’explications. Fixons
€ > 0. On trouve alors un entier ig € N tel que

VieN, i>ig = ||K; — K;,|| <¢e/3.
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Par uniforme continuité de Kj,, on peut trouver § > 0 tel que

J((I)HN(I)) <= (StuI; |K20 (tv (ng{)_l(m)) - Kio(ta (‘pt)_l(l‘))‘ < 5/6

ce qui nous donne || K;, (®x,)"! — K;, @] < /3.
Enfin, on applique I'inégalité triangulaire

Ki(@p,) ! = Ki®@7 Y| < [|Ki(@m,) ™" = Kig (®m,) 7|
+ || Ko (Pr,) 7" = Kip @]
+ || Ky @' — K @7
< IKi = Kol + || Ko (@m,) ™ — K@ 7|
+ || Ky — K|
< ¢/3+¢/3+¢/3
< e

Par un raisonnement complétement analogue, on montre que Hameo(M, w)
est stable par passage a l'inverse et par conjugaison. C’est donc un sous-
groupe normal.

Il nous reste enfin & prouver que Hameo(M, w) est connexe par arcs pour
la topologie C°. Soit ¢ un haméomorphisme temps 1 d’une haméotopie
P = (@t)te[o,1]~ Il faut démontrer que chaque *, pour 0 < s < 1, est un
haméomorphisme, ce que 1'on va faire en montrant que l’isotopie

' :te0,1] — " € Homeo(M)

est une haméotopie. Pour cela, notons (H;);en la suite de hamiltoniens
lisses définissant ® et considérons les reparamétrisations (H{);eny pour la
fonction a(t) = st. Pour tout entier 4, 'isotopie hamiltonienne engendrée
par H{ est donc

Pyt e[0,1] — on‘i

Il suffit alors de montrer que

lim d/Ham((prl s (P/) =0.
i— 400 K
Encore une fois, la convergence C° est immédiate. II reste donc & s’assurer

que la suite H{ est de Cauchy pour la norme de Hofer, ce qui résulte
facilement de l'inégalité ||H — H¢|| < |[H; — Hjl|. O

Remarque 4.4.6. On s’intéresse ici principalement au groupe Hameo(M,w)
en tant que sous-groupe de Homeo(M, ), et donc muni de la topologie in-
duite. Cependant, Hameo(M,w) apparait naturellement avec une topologie
intrinséque, la topologie hamiltonienne. Dans ce cadre, on peut montrer

que Hameo(M,w) reste un groupe topologique connexe par arcs, mais c’est
plus difficile.
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Revenons a la définition des haméomorphismes et des haméotopies. Le
choix de la norme ||.|| = ||.||1,00 €st motivé dans [OMO7] par la possibilité
d’étendre a ce nouveau cadre certains invariants symplectiques. Dans la
définition 4.4.3, on aurait pu remplacer cette norme par la norme

sup (Osc(Hy))
t€[0,1]

ou tout simplement par la norme C°. Ce choix, & priori plus contrai-
gnant (puisque cette derniére norme est plus grande que ||.||1,00), DOUS
donne la méme notion d’haméomorphisme (voir [Miil07], c’est un ana-
logue & la proposition 4.3.2). Cependant, cette approche présente plusieurs
avantages : la vérification que Hameo(M,w) est un sous-groupe normal de
Homeog(M, i) est immédiate (puisque les limites d’hamiltoniens pour la
norme ||.||oo sont uniformément continues) mais plus important encore, on
dispose du théoréme d’unicité suivant (voir [Vit06]).

Théoréeme 4.4.7 (Viterbo). Soit (H;);en une suite de hamiltoniens
appartenant a H qui converge uniformément vers H. Si l’isotopie ®; =
(9071:'{)756[0,1] converge uniformément vers l’identité, alors H = 0.

Rappelons que notre objectif est de comprendre la structure du groupe
Ker(F), ou
F : Homeo(M, ) — H1(M,R)/T,,.

On sait que F est continue, et que Ham(M,w) est inclus dans Ker(F).
Puisque les haméomorphismes sont en particulier des limites uniformes de
difféomorphismes hamiltoniens, la proposition suivante est immédiate.

Proposition 4.4.8. Les haméomorphismes sont inclus dans le noyau de
Uinvariant de Fathi.

Mais on fait encore face a la question suivante.
Question 5. Hameo(M,w) est-il un sous-groupe propre de Ker(F) ?

Selon Oh, la réponse a cette question devrait étre positive. Voici un
probléme un peu plus concret (voir [OMO07],[Oh06]). On munit le disque D?
de ses coordonnées polaires, et on définit, comme en 3.2.5, une application
Y, par

Pp 2 (1,0) — (1,60 + p(r)).

Cette fois-ci, on fait les hypotheses suivantes sur la fonction
p:]0,1] — [0, 00|

(¢) p(r)=0pourr e[l —eg,1];
(#) p'(r) < 0 pour r €]0,1 — gl.
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Il est clair que ¢, est un homéomorphisme préservant la mesure associée
a w = rdr A6 et fixe un voisinage du bord (par (i)). C’est le temps 1
du flot (¢¢)ief0,1)- Cependant, o, n’est pas lisse en 0 par la condition
(it). Pour un choix convenable de la fonction p, on va montrer que ¢,
est un haméomorphisme. Sur le disque épointé, ¢, est un difféomorphisme
hamiltonien engendré par la fonction

H,(r)= /Tl sp(s)ds

mais au voisinage de 0, cette intégrale peut fort bien diverger. Choisissons
alors p de telle sorte que

1
/ sp(s)ds < oo.
0

La fonction H, est alors définie et continue sur le disque D?, et sa norme
de Hofer n’est rien d’autre que sa valeur en 0 (qui est aussi la valeur de
l'intégrale convergente). Par convolution, il est facile de construire une suite
de fonctions lisses (pn)nen telle que pour tout entier n, ¢, soit lisse en 0
et telle que

nlirrgo deo(pp,, ¢p) = 0.

Cette derniere condition implique aisément la convergence C° de 'isotopie
(©tpn )teo,1] vers (@ip)iefo,1]- De plus, puisque la norme de Hofer ||H || est
finie, on a également

nlggo |[Hp, — Hpl| =0

et ainsi ¢, est un haméomorphisme, associé a la suite de hamiltoniens lisses

(H pn)nEN
Au contraire, supposons maintenant que

/01 sp(s)ds = oo

pour une certaine fonction p. Si I’on parvient a montrer que ¢, n’est plus
un haméomorphisme, on montre alors que Hameo(D?, 9D?,w) est un sous-
groupe propre de Homeo(D?, OD?, i1). Mais cette question reste également
ouverte, elle est encore liée a ’existence d’une extension du second invariant
de Calabi au groupe Hameo(D?, dD?, w) (voir la tentative dans [Oh06]).

Dans tous les cas, la question suivante reste importante.
Question 6. Est-ce que le groupe Hameo(M,w) est simple ?

Il est évident que pour pouvoir répondre a ces questions, il faut étudier
plus en détails les propriétés intrinseques de ce groupe d’homéomorphismes
hamiltoniens.



Annexe A

Théoreme de Schoenflies

Dans cette annexe, on va énoncer quelques résultats fondamentaux sur
la topologie des surfaces dont on fait usage dans le premier chapitre. Des
références générales sont [Bre93], [Moi77] et [Bing3].

Commencons par rappeler la définition évidente suivante. On note D? le
disque unité fermé de R? et S = 9D? le cercle unité.

Définition A.0.9. On appelle disque fermé (resp. cercle) dans M une partie
homéomorphe a D? (resp. S!).

Le premier résultat important est un théoréeme de Jordan. Il s’agit d’un
exemple typique de résultat intuitif (le fait que lorsque 'on découpe la
sphere le long d’une courbe fermée simple, on obtient deux morceaux) mais
difficile & démontrer avec des outils élémentaires. Voici un énoncé précis.

Théoréme A.0.10 (Jordan). Soit S un cercle dans S?. Alors S sépare
S? en deux composantes connezes.

On a un énoncé analogue si ’on remplace la sphere par le plan. Il existe de
nombreuses preuves de ce théoreme, mais la plus rapide utilise le langage
de I’homologie. L’idée consiste & prouver que le groupe Ho(S? \ S), qui
“compte” le nombre de composantes connexes de S? \ S, est isomorphe &
72, ce qu’il est facile de faire en utilisant une suite exacte de Mayer-Vietoris.

11 parait aussi intuitif que si S est un cercle de S?, alors les deux compo-
santes connexes de S?\ S sont homéomorphes & des disques ouverts. Encore
une fois, la preuve est loin d’étre évidente et résulte du théoréeme fonda-
mental suivant. On identifie S' avec son image par le plongement canonique
St — §2.

Théoréme A.0.11 (Schoenflies). Si S est un cercle dans S%, alors tout
homéomorphisme f : St — S préservant Uorientation s’étend en un homéo-
morphisme f de S? préservant 'orientation.
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S2

Fic. A.1 — Théoréme de Schoenflies

En particulier, les composantes connexes de S? \ S sont des disques car
homéomorphes & celles de S?\S! (voir la figure A.1). On renvoie & [Moi77] ou
[Bin83] pour des preuves purement topologiques. D’autres approches sont
possibles, comme par exemple celles qui utilisent de 'analyse complexe ou
bien encore une démonstration récente de Siebenmann ([Sie05]) basée sur
des arguments de géométrie hyperbolique.

Contrairement au théoreme de Jordan qui se généralise aussitot en di-
mension plus grande, le théoréeme de Schoenflies est faux en dimension
supérieure (comme en témoigne 'exemple classique de la sphere a cornes
d’Alexander) & moins de rajouter une hypothese de “platitude locale” : on
demande que le plongement de S*~! dans S™ s’étende en un plongement de
S"=1 x [~¢,€] pour € > 0 (on pourra consulter [Bre93] pour une preuve).

On utilisera souvent le théoreme de Schoenflies pour étendre un plon-
gement du cercle S' = 0D? en un plongement du disque D?. Dans cette
optique, on aura également besoin d’une version & support compact (voir
[Bin83] par exemple).

Théoréme A.0.12. Soient D, D' deux disques fermés du plan R?. Alors
tout homéomorphisme entre D et D’ s’étend en homéomorphisme du plan
a support compact.

Remarque A.0.13. Lorsque D et D' sont des disques euclidiens, on peut
construire explicitement un tel homéomorphisme. En effet, on peut sup-
poser que ces disques sont centrés en 0, et que D est inclus dans D’ :
par exemple, il suffit de les translaté en appliquant le temps 1 d’un champ
de vecteurs constant multiplié par une fonction plateau convenable. Choi-
sissons alors un disque euclidien D" (également centré en 0) contenant
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D'. On déforme radialement D en D’, puis on ralentit progressivement
entre D' et D" jusqu’a obtenir l'identité a partir de D"”. On a bien un
homéomorphisme qui envoie D dans D’ et qui est d support dans D"

Le théoréeme de Schoenflies “a support compact” est également valable
en dimension plus grande que deux si 'on rajoute I’hypothese de platitude
locale. Ce résultat, connu sous le nom de I’ Annulus Conjecture, a longtemps
été un probleme ouvert et sa preuve complete est tres difficile (spécialement
en dimension quatre).

Enfin, on a également besoin d’une derniére amélioration du théoreme de
Schoenflies (une version “a4 parametres”). On veut pouvoir controler 1’ex-
tension fournie par le théoréme, en particulier obtenir une extension proche
de l'identité si ’homéomorphisme initial I’est. Une preuve du résultat sui-
vant, valable en toute dimension, se trouve par exemple dans [EK71].

Théoreme A.0.14. Soient Sy et Sy deuz cercles centrés en 0 dans R?
bordant des disques euclidiens D1 et Do. Alors pour tout r > 0, il existe
s > 0 tel que tout plongement f : D1 — Day avec d(f,1p,) < s s’étend en
un homéomorphisme f : Dy — Dy avec fis, =1 et d(f,1p,) <.



Annexe B

Théoreme d’Epstein

Dans cette annexe, on souhaite donner une preuve d’un théoréme
d’Epstein ([Eps70]). Il affirme que si un groupe d’homéomorphismes possede
de bonnes propriétés de transitivité et de fragmentation, alors son sous-
groupe des commutateurs est simple. Un tel groupe est donc simple si et
seulement si il est parfait.

On se donne X un espace topologique séparé paracompact, G un groupe
d’homéomorphismes de X et O une base d’ouverts de X.

Définition B.0.15. On dit que (X,G, Q) vérifie les axiomes d’Epstein si
et seulement si :
(E1) pour tout U € O et g€ G, on a gU € O;
(E2) G agit transitivement sur O : pour tout U, U’ € O, il existe g € G
tel que g(U) =U’;
(E3) soient g € G, U € O et U C O un recouvrement de X, alors il
exriste un entier n, des éléments g1,...,9, € G et Vi,...,V, € U tels
que g = gn .. g1, supp(gi) C Vi pour 1 <i<m et

supp(gi) U (gie1 ... q1U) # X.

Théoréeme B.0.16 (Epstein). i (X, G, O) vérifie les aziomes d’Epstein,
alors le sous-groupe des commutateurs de G est simple. En particulier, G
est simple si et seulement si il est parfait.

On note [G, G| le sous-groupe engendré par les commutateurs de G. Ce
résultat est une conséquence immédiate de 1’énoncé un peu plus général
suivant.

Théoréme B.0.17. Si (X, G, Q) vérifie les axiomes d’Epstein, et si N est
un sous-groupe non trivial de G normalisé par [G, G| (au sens ot sin € N
et g € [G,G], alors [n,g] € N), alors |G, G| est inclus dans N.

128
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Démonstration. On suppose G non trivial et X connexe (la connexité
résulte en fait des axiomes). La preuve se découpe en plusieurs étapes.

(a) Si h € G est a support dans V € O, alors il existe f € [G,G] tel que
fiv =hyv.

Soit W € O disjoint de V. Par (E2), on trouve g € G tel que gW = V.
Posons f = [g,h] = g~ 'h~lgh. 1l apparait que f est un produit de deux
homéomorphismes a support disjoints, a savoir h a support dans V et
g 'h~lg & support dans ¢~ 'V = W. La conclusion est alors immédiate.

(b) [G,G] agit transitivement sur O.

Soient U et Uy des éléments de O et g € G tel que gU = U;. On utilise
laxiome (E3) : on trouve un entier n, hy,...,h, € G et V4,...,V, € O
tels que g = hy, ... hy, supp(h;) C Vet pour 1 <i<mn

Puisque X — K; est non vide, on trouve W; C X — K et g; € G tels que
giW; =V;. Pour 1 < i < n, posons f; = [g;,h:] et f = fn...f1 € [G,G].
L’étape (a) nous donne f,, ;.5 = hyp, | 7 Puisque g; *(supp(hyi)) et
hi_1...h U sont disjoints (leur intersection est contenue dans W;NK; = ().
On obtient alors de maniere inductive

ce qui prouve la transitivité de [G, G].

(c) Si h € G est a support dans V' € O, alors il existe p € N tel que
pv =hy.

Commengons par établir cette propriété pour un ouvert V bien choisi.
Soit a € N différent de l'identité. Prenons x € X tel que a(x) # x et
U € O un voisinage de = qui vérifie encore U N a~tU = (). Soient V et
W des éléments de O, avec x € V, VNW = () et VUW C U. Soient
enfin g € G vérifiant gW =V et h € G a support dans V. Posons p =
[, [g,h]] : un raisonnement analogue a (a) permet de conclure que pjy =
hjy. Maintenant, en utilisant (b) et en conjuguant p par un élément de
[G, G], on peut choisir un ouvert V arbitraire, un élément h € G & support
dans V et trouver p € N (rappelons que N est normalisé par [G, G]) tel

que pjy = hyy.

(d) Les orbites de l’action de N sur X sont denses.

En fait, on va prouver que les orbites de N coincident avec celles de G, qui
sont denses par l'axiome (E2). Soient z,y € X et g € G tels que y = g(z).
Par (E3), on écrit g = gy, . .. g1 avec g; € G a support dans V; € O. Choisis-
sons alors g de telle sorte que I'entier n dans sa décomposition soit minimal,
alorspour 1 <i<n,gi—1...g1(x) € V; (carsinon ¢’ = g1 ...¢i—19i+1--- Gn
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enverrait z sur y et contredirait 'hypothése de minimalité). En utilisant
(c), on trouve p; € N qui coincide avec g; sur V;, pour 1 < i < n. On
obtient alors

Y=9gn-.-91(x) = pn...p1(z)

ce qui prouve que les orbites de N sont celles de G.

(e) Si hi,he € G sont a support dans V € O, alors [hi,he] € N.

Par un argument analogue & la conclusion de (¢), on se réserve le droit
de montrer ceci pour un V € O bien choisi. Fixons x dans X, on peut
alors trouver par (d) des éléments oy, as dans N tels que z, ay(z) et as(x)
soient distincts. Par continuité, on se donne U € O un voisinage de z tel
que U, U et asU soient disjoints. Par transitivité de G, on peut trou-
ver gi,g2 € G suffisamment petits pour que z, g1(z) et g2(x) soient des
éléments distincts de U. Encore une fois, on se donne V € O un voisi-
nage de x tel que V, 1V et g2V soient des parties disjointes de U. On
applique alors (¢) pour obtenir p; € N, en utilisant oy, g;, W; = g; ly
et un h; € G arbitraire a support dans V', ceci pour ¢ = 1,2. On vérifie
que p; est a support dans les ensembles V, gflV, aflv et aflgflV et
que po est a support dans les ensembles V, g;lV7 aglV et a;lgglV. Par
notre construction, ces ensembles sont tous disjoints, ce qui donne aussitot
[h1, ho] = [p1,p2] € N.

(f) G est engendré par les (h;)icr tels que [hi, h;] € N, pour tout i,j € I.

Puisque X est paracompact, on peut trouver un recouvrement & C O
qui possede la propriété suivante : si Vi, Vo € U et Vi N Vo # 0, alors il
existe U € O tel que V; UV, C U. Considérons 1’ensemble

A={heG|3IW eU tel que supp(h) C W}.

Par (E3), A engendre G. Soient hq, he € A, & support respectivement dans
W1 et Wy, Alors ou bien Wy et W5 sont disjoints, auquel cas [hy,he] =1 €
N ou bien Wy N W5 est non vide, alors hy et hy sont a support dans un
élément U € O et (e) nous assure que [hy, ha] € N.

(g9) Si hi,hy € A et g € G, alors glhy,ha]g™! € N.

On se donne W; € U contenant le support de h; pour i = 1,2. On suppose
que W7 NWs est non vide sinon le résultat est évident. Soit alors U € O tel
que W1 UW, C U. Appliquons (E3) & g € G et U € O : il existe un entier
n, des éléments g1,...,9, € G et Vi,...,V, € U tels que g = ¢, ... 91,
supp(g;) C Vi et pour 1 <i<mn

Ki = supp(g:) U (gi-1...1U) # X.

Soient U; € O dans le complémentaire de K;, et 3; € G tels que 3;U; = V;.
Posons enfin v; = [;,¢i] et v =y ...71. Pour 1 <4 < n, on a la relation

gi-gilhn, halgr g =i alha, haly
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qui se démontre (de maniere inductive) en remarquant que l'action de ~;
coincide avec celle de g; hors de U;. On en déduit 1’égalité

glh1, halg™ = [h1, ho]y ™"

et puisque [h1,hs] € N, v € [G,G] et que N est normalisé par [G,G], on
obtient bien que g[hy, ho]g~! € N.

(h) Fin de la preuve

Soit A I'ensemble des générateurs défini plus haut. Notons S le sous-
groupe normal de G engendré par ’ensemble des commutateurs d’éléments
de A, i.e. [A, A]. D’apres (g), S est inclus dans N. Maintenant A engendre
G, donc AS engendre le quotient G/S. Il apparait alors que les éléments
de AS commutent entre eux, donc G/S est abélien ce qui implique que
[G, G| est inclus dans S. Finalement, on a [G,G] C N, c’est ce qu’il fallait
démontrer. O

Voici la principale application du théoréme d’Epstein.

Corollaire B.0.18. Soient M une variété lisse et Dif fg (M) le groupe
des difféomorphismes de M de classe C" compactement C" -isotopes a l'iden-
tité, pour r € N* U {oc}. Alors [Dif fg (M), Dif fi .(M)] est simple.

Démonstration. Pour simplifier un peu la situation, on va supposer que
notre variété M est compacte. Soit O I'ensemble des boules C"-plongées
dans M, i.e. les ouverts de la forme B, ou ¢ : R — M est un plonge-
ment de classe C" et B la boule unité de R™. Il suffit alors de vérifier que
(M, Dif f§ (M), O) satisfait aux axiomes d’Epstein. Notons G = Dif f§ (M).

Le premier axiome (E1), & savoir que G agit sur O, est évident. Il faut
ensuite prouver que G agit transitivement sur O. Soient B et B’ deux
boules plongées dans M, et on cherche ¢ € G tel que ¢(B) = B’. Puisque
G agit transitivement sur M (2.2.4), on peut se ramener & la situation
suivante : étant données B la boule unité de R™ et B’ C R™ I'image de
B par un plongement ¢ de classe C" qui fixe 0, on souhaite trouver un
difféomorphisme de R™ & support compact qui envoie B sur B’. Voici com-
ment on peut procéder. Quitte & composer par une réflexion, on suppose
que notre plongement ¢ préserve l'orientation, on cherche alors a étendre ¢
en un difféomorphisme de R™ & support compact. On obtient une isotopie
(got)te[OJ] avec ¥ = 1 et ¢! = ¢, en concaténant un chemin entre l'identité
et Doy (dans l'ouvert connexe GL™(n,R)) avec le chemin

To(tr) sit#0

tel0,1] — .
Doy sit=0.

qui consiste a “aplatir” ¢ sur sa différentielle a 'origine. Cette isotopie
est de classe C" 7!, mais par des méthodes d’approximation (voir [Hir76]
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par exemple), on peut la supposer de classe C”. On utilise maintenant
la procédure d’extension des isotopies : apres dérivation de l’isotopie on
obtient un champ de vecteurs (non autonome) X, pour ¢ € [0, 1] qui n’est
défini que sur le support de l'isotopie, mais par les techniques habituelles
(i.e. des fonctions plateaux et un voisinage tubulaire), on I’étend en un
champ de vecteurs X; défini sur R” et & support compact. Enfin, on integre
ce champ de vecteurs pour obtenir une isotopie de R™ a support compact
dont le temps 1 (que l'on suppose de classe C" par approximation) nous
donne le difféomorphisme voulu. Ceci prouve 'axiome (E2).

Il nous reste enfin & prouver axiome (E3). On a déja démontré la pro-
priété de fragmentation (lemme 2.2.1, et voir la remarque 2.2.3), donc il
nous reste a prouver la condition supplémentaire. On commence par se don-
ner une décomposition g = g, ... g1 avec des éléments g; a support dans
des boules plongées pour 1 < i < n. Si axiome (E3) n’est pas vérifié, il
suffit d’appliquer le lemme suivant & chaque g; pour obtenir la propriété
voulue.

Lemme B.0.19. Soient g € G a support dans une boule V', et U un ouvert
tel que U # X. Alors on peut écrire g = gagh avec pour j = 1,2, g; € G a
support dans V et tels que

supp(g1) UU # X et supp(ga) U 1U # X.

Démonstration. Sile support de g est dans U, il suffit de prendre g; = 1 et
g2 = g. Sinon, soient x; ¢ U tel que gz1 # x1 et x5 ¢ U distinct de z; et
gz1. Donnons-nous des petits voisinages N1 de x1 et Ny de x5 dans X \ U.
En utilisant des fonctions plateaux, on peut construire g; € G a support
dans V, qui coincide avec g sur N; et qui est 'identité sur Ns. Posons
alors go = g(g1)~!. On a évidemment g = gog; avec g1,92 € G & support
dans V. De plus, puisque xo ¢ supp(g1)UU, on a supp(g,)UU # X. Enfin,
étant donné que gy n, = g, g2|g,(~v,) = 1, donc g1(z1) ¢ supp(gz2) et puisque
g1(z1) & 91(U), supp(g2) Ug1U # X. Ceci termine la preuve du lemme. [J

Le triplet (M, G, O) satisfait donc aux axiomes d’Epstein, il s’ensuit que
[G, G| est simple. O

Pour conclure, signalons que 1’on peut également appliquer le théoréeme
d’Epstein au groupe des homéomorphismes d’une variété topologique, en
utilisant le résultat de fragmentation de [EKT71] et en remplagant 1'uti-
lisation de fonctions plateaux par le théoreme de Schoenflies a support
compact.

En revanche, les techniques d’Epstein ne sont pas directement applicables
aux groupes conservatifs (par préservation d’une mesure ou d’un volume,
laxiome (E2) ne peut pas étre vérifié), mais il est néanmoins possible
d’adapter les arguments (voir [Fat80a] pour un exemple).



Annexe C

Théoréeme de
Nash-Moser-Hamilton

Le théoreme d’inversion locale dans les espaces de Banach affirme que si
une application de classe C'! a une différentielle inversible en un point, alors
cette application est un difféomorphisme local au voisinage de ce point.

Ce résultat n’est plus valable si I’on sort du cadre des espaces de Banach.
En effet, si M est une variété compacte, ’application exponentielle (au sens
des groupes de Lie)

exp : I'°(TM) — Dif f>(M)

qui & un champ de vecteurs associe le temps 1 de son flot, a toujours une
différentielle qui vaut I'identité en 0. Cependant, elle n’est en général pas
inversible au voisinage de 0, car il existe des difféfomorphismes arbitraire-
ment proches de 'identité qui ne sont pas le temps 1 d’un flot. Voici un
exemple simple pour s’en convaincre.

Soit v € IT'*°(TT) = C*°(T) un champ de vecteurs sans zéro sur le cercle,
alors le temps 1 de son flot est un difféomorphisme ¢ € Dif f§°(T) sans
point fixe qui de plus est nécessairement C'°°-conjugué a une rotation : en
effet, si @ parametre T, on peut faire un changement de coordonnées

o e ([ )
=c [ —= avecc = —
v(0) o v(f)
de tel sorte que v(é) soit le champ de vecteurs constant égal a c et son temps
1 la rotation d’angle c¢. Cependant on peut construire des difféomorphismes
sans point fixe arbitrairement proches de l'identité qui ne sont pas C°°-

conjuguée & une rotation : pour n suffisamment grand et e suffisamment
petit, 0 < ¢ < 1/n, le difféomorphisme

-1

f:0+—0+n1/n+esin?*(nf) mod 21
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est proche de identité, n’a pas de point fixe mais n’est pas conjugué a une
rotation car il a une orbite périodique (le cycle {kn/n | 0 < k < 2n — 1})
et les autres orbites sont non périodiques. Ceci prouve que ’exponentielle
n’est pas localement surjective (on peut aussi montrer sur des exemples
qu’'elle n’est pas localement injective).

Remarque C.0.20. Ainsi un difféomorphisme proche de lidentité peut ne
pas étre 'exponentielle d’un champ de vecteurs. Dans ’exemple précédent,
on peut méme montrer que f ne posséde pas de racine carrée, i.e elle ne
peut pas s’écrire sous la forme g2 pour un difféomorphisme g (le temps 1
d’un flot vérifie cette propriété en prenant pour g le temps 1/2 du flot). En
revanche, de maniére générale on peut toujours écrire

f=exp(vy)...exp(vy)

pour des champs de vecteurs v1,...,v,. En effet, les diffeomorphismes qui
s’écrivent de la sorte forment un sous-groupe normal non trivial du groupe
des difféomorphismes C° isotopes a lidentité, qui d’aprés le théoreme
d’Epstein- Herman- Thurston-Mather, est simple.

Le but de cette annexe est donc d’énoncer un théoreme d’inversion lo-
cale dans des espaces vectoriels plus généraux que les espaces de Banach
mais sous des hypotheses plus restrictives : typiquement, on demandera
de pouvoir résoudre 1'équation linéaire sur tout un voisinage (c’est ce qui
tombe en défaut dans ’exemple précédent). La preuve de ce théoreme re-
pose sur un algorithme de Newton dont I'idée est due & Nash ([Nas56]) et
Moser ([Mos66]), mais on suivra le formalisme de Hamilton ([Ham82]). On
pourra également consulter les références [Bos86] et [Féj04] pour voir des
applications de ce théoreme aux systemes dynamiques.

Commengons par préciser quel type d’espace vectoriel on va considérer.
Notre intérét est de disposer d’un théoréeme d’inversion locale applicable
aux problemes dits de “petits diviseurs” qui apparaissent en dynamique :
une fois I’équation linéarisée, on se retrouve avec un opérateur entre des
espaces de fonctions qui cause une “perte de dérivées”, i.e. il envoie une
certaine classe de régularité (par exemple C") dans une classe de régularité
plus faible (C* pour s < r). Il est alors naturel de s’intéresser & ’espace ob-
tenu en prenant toutes les classes de régularité possibles, mais commengons
par une définition plus abstraite.

Définition C.0.21. Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique
localement convexe, métrisable et complet.

Il n’est pas difficile de vérifier que la convexité locale de E est équivalente
au fait que la topologie soit définie par une famille de semi-normes, et le
fait que cette famille de semi-normes soit dénombrable est équivalent a la
métrisabilité de F (voir par exemple [Rud91]). Soit donc ||.||;en une famille
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dénombrable de semi-normes, indexée par N et que 'on peut supposer
croissante (i.e. ||.||; < ||-|li+1 pour tout entier ¢). Une graduation est un
choix d’une telle famille de semi-normes. Il peut y avoir plusieurs gra-
duations possibles sur un espace de Fréchet, c’est pour cela qu’on introduit
la définition évidente suivante.

Définition C.0.22. Un espace de Fréchet gradué est un espace de Fréchet
muni d’une graduation.

L’archétype d’espace de Fréchet gradué s’obtient en prenant la limite
d’une suite décroissante d’espaces de Banach (E;, ||.|]:):en, i-e.

E=()E

ieN

avec E; 41 qui s’injecte continiiment dans E;. Ainsi, 'espace C*°(M) des
fonctions infiniment différentiables sur une variété compacte M, muni de
la graduation “canonique” (||.||ci)ien, ou de maniére plus générale I’espace
des sections lisses T'*°(E) d’un fibré vectoriel E au dessus de M, sont des
espaces de Fréchet gradués.

Le cadre est encore trop général pour obtenir le résultat escompté. Il
faut se restreindre a une catégorie de “bons” espaces de Fréchet dont les
semi-normes vérifient en particulier des inégalités d’interpolations.

Définition C.0.23. Un bon espace de Fréchet est un espace de Fréchet
gradué muni d’une famille d’applications linéaires continues, Sy : E — F,
t > 1 appelés opérateurs de lissage, qui vérifie les propriétés suivantes : il
existe Cj > 0 tels que pour tous x € E, t > 1 et j <k, on ait

||Sex| |k < C it ||| (régularisation)
11— Sp)z||; < Ciut?*||z||x  (approzimation de l'identité).

Si F est un bon espace de Fréchet, on a alors les inégalités suivantes
(dites inégalités de Hadamard)

2l < cnllzllz |2l
pour tous z € E, k <l <n avec ! = (1 — o)k + an et des constantes cy, .

Exemple C.0.24. Soit E un fibré vectoriel de dimension finie sur une
variété compacte M. L’espace des sections lisses T°°(E) muni de sa gra-
duation canonique est alors un bon espace de Fréchet. On pourra consul-
ter [Ham82] pour une preuve générale. Dans le cas particulier (qui nous
intéresse) ot E est l'espace des champs de vecteurs sur le tore, on peut
définir plus facilement les opérateurs S; par convolution avec un noyau
régularisant (voir [Bos86] par exemple).
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Maintenant que 'on a défini des bons espaces de Fréchet, on va définir
des “bonnes” applications entre bons espaces de Fréchet. Commencons par
rappeler la notion de différentiabilité que ’on va utiliser dans la suite.

Définition C.0.25. Soient E et F' des espaces de Fréchet, U C E un ouvert.
Une application f : U — F est de classe C' si elle est continue et s’il existe
une application continue

Df : UXE — F
(z,h) +—— Df(x).h

linéaire en h et telle que pour tout (x,h) € U X E,

lim * (£ + 1h) — f(2)) = Df ()b

Par récurrence, on définit les applications de classe C", pour un entier
r>1.

On dit encore que f est continiment différentiable au sens de Gateaux.
Il faut remarquer que cette notion est plus générale que la différentiabilité
classique dans les espaces de Banach. On peut maintenant définir les bonnes
applications.

Définition C.0.26. Soient E et F' des bons espaces de Fréchet, U C E un
ouvert. Une application f : U — F est bonne si pour tout xo € U, il existe
un voisinage V de xo, un entier v > 0 et des réels c; > 0 telles que pour
tout x €V,

F@)l; < ¢ (L [2l]j+r)-

Une bonne application de classe C" est une application de classe C" qui est
bonne ainsi que toutes ses différentielles.

Les inégalités de bonnes applications compensent (en partie) le fait qu'une
application continue entre espaces de Banach est automatiquement locale-
ment bornée. Cependant 'entier 7 indique une perte de différentiabilité (par
analogie avec le cas ou la bonne application est un opérateur différentiel)
et les opérateurs de lissage seront alors fondamentaux pour pouvoir utiliser
ces inégalités pour des passages a la limite.

Remarque C.0.27. Les bonnes applications et les inégalités qui les définissent
sont aussi connus sous le nom d’applications douces et estimations douces,
surtout dans le contexte des équations aux dérivées partielles.

Donnons deux résultats couramment utilisés pour s’assurer qu’'une ap-
plication est bonne. On trouvera des preuves dans [Ham82].

Proposition C.0.28. La composée de bonnes applications (de classe C")
est une bonne application (de classe C").
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On définit naturellement les notions de bonnes variétés fréchétiques et
de bons groupes de Lie fréchétiques. Dans ce contexte, Dif f>°(M) est un
bon groupe de Lie fréchétique et on a le résultat suivant.

Proposition C.0.29. L’application d’inversion

I : Diff*(M) — Diff>®(M)
g — gt

est un bon difféomorphisme C'°.

On peut alors énoncer le théoréeme d’inversion locale de Nash, Moser et
Hamilton (... entre autres).

Théoréme C.0.30 (Nash-Moser-Hamilton). Soient E et F' des bons
espaces de Fréchet, U C E un ouwvert et f : U — F une bonne applica-
tion de classe C", r > 2. Soient xo € U et yg = f(x0). On suppose qu’il
existe un voisinage Vo de xo tel que pour tout x € Vp, df (x) soit inver-
sible d’inverse une bonne application linéaire continue. Alors f est un bon
difféeomorphisme local au voisinage de xg.

Donnons une tres vague idée de la preuve. On suppose xg = yo = 0, et
on veut résoudre

fl@) =y

ou x est I'inconnue et y proche de 0.

Une preuve du théoreme d’inversion locale classique utilisant un algo-
rithme de Newton commencerait comme ceci : notons L(x) l'inverse de
df (x), on considére la suite

o = 0
ijrl = iL’j — ASUJ'

ou Az; = L(z;)(f(z;) — y). En estimant la taille des erreurs successives
[|Az;||, on démontre alors la convergence de cette suite et que la limite z
résout 1’équation.

Cependant, cette méthode ne peut pas fonctionner ici : en effet, gréce aux
inégalités de bonnes applications, on ne peut majorer ||Az;||x que par des
expressions en les ||y||;, avec | arbitrairement grand lorsque j — +o00. La
convergence de la suite n’est donc pas garantit. Comme on I’a déja dit plus
haut, on va utiliser les opérateurs de lissage pour remédier a ce probléeme.
On considere un algorithme de Newton modifié

o = 0
ijrl = iL’j — ij
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avec Azx; = S(t;)L(z;)(f(z;) — y), et t; qui croit suffisamment vite
3 J
(typiquement on choisit t; = exp (§> ) pour compenser la perte de différen-

tiabilité. La partie technique consiste alors & montrer la convergence de ce
procédé.
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