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1 Introduction

Une variété riemannienne X est dite symétrique si la symétrie centrale dans
les coordonnées géodésiques autour d’un point quelconque de X
s’étend en une isométrie globale de X . L’importance de cette notion dégagée
par Cartan provient du fait 1) qu'un espace symétrique (et donc une
géométrie de Klein) est naturellement associé(e) a chaque groupe
de Lie réductif réel connexe G (et notamment & tous les groupes clas-
siques GL(n,R), O(p,q), U(p,q), ...) : Vespace X = G/ZK, ou K est
un sous-groupe compact maximal de G et Z le centre de G; et 2) que
réciproquement le groupe des isométries d’'un espace symétrique est tou-
jours un groupe de Lie réductif. En dehors de ce bel exemple de pont entre
la géométrie (riemannienne) et l’algebre, la notion de variété symétrique
englobe toute une série de géométries de Klein dont elle permet un trai-
tement uniforme. Parmi ces géométries citons la géométrie hyperbolique
(matrice de toutes ces géométries) associée au groupe O(n,1) (n > 2),
sa généralisation complexe, la géométrie hyperbolique complexe, associée
au groupe U(n,1) (n > 1), mais aussi, 'espace des formes quadratiques
définies positives de déterminant 1 associé au groupe GL(n,R) (n > 2).
La majeure partie du texte sera consacrée aux espaces symétriques as-
sociés aux groupes unitaires U(p,q) et orthogonaux O(p,q). Mais avant
cela, commencgons par placer cette étude dans son contexte historique.

Etant donné un espace symétrique X, Clifford et Klein posent la question
de Dexistence d’espaces compacts (ou de volumes finis) localement modelés
sur cette géométrie (maniere de mesurer I’“utilité” de celle-ci) : les variétés
localement symétriques. Comme souvent face a la demande de constructions
explicites, le géometre a recours a I’arithmétique. Les premiers exemples de
variétés localement symétriques sont des variétés arithmétiques, c’est-a-dire
quotients de X par un groupe arithmétique.

La notion de groupe arithmétique a pour origine 1’étude d’une famille
spéciale d’équations diophantiennes, & savoir la recherche d’une matrice
M € My xm(Z) (n,m > 1) vérifiant une équation du type :

'MSM =T, (1.1)

ou S (resp. T') est une matrice symétrique a coefficients entiers de taille n
(resp. m). Lorsqu’une telle solution existe on dit de T qu’elle est représentée
par S. A titre d’exemple considérons le cas n =2, m = 1,

S:(Z i),T:(t) etM:(Z).

L’équation (1.1) devient alors
az?® 4+ 2bzy +cy? =t
dont des cas spéciaux comme

22+ =t ouz?—Dy? =1
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sont attachés aux noms de Fermat et Pell. La théorie complete de la
premiere de ces équations est due a Lagrange. Celle de la deuxieéme est
quant & elle probablement déja connu d’Archimede (¢f. le probleme des
boeufs), au moins partiellement du mathématicien indien Brahmagupta
(VIIeme siecle) et en tout cas complétement d’un autre grand mathémati-
cien indien (Bhaskara, XIIeme siecle) : il existe une infinité de solutions
(z,y) € Z? a I'équation dite “de Pell”

22— Dy?=1 avec DeN,VD ¢N.

C’est & Fermat (qui ne pouvait connaitre les solutions de ses prédécesseurs)
que les mathématiques occidentales modernes doivent la résolution de 1’é-
quation de Pell. Remarquons que ce théoréme est non trivial : la plus petite
solution entiere non triviale de I'équation 22 — 94y? = +1 est

(2143295, 221064) !

Dans ses Disquisitiones Arithmeticae, Gauss introduit une méthode pour
réduire I’étude de ’équation générale (1.1) lorsque S est définie (positive) :
le groupe SL(n,Z) agit sur 'espace X des matrices n X n, symétriques,
définies positives et de déterminant 1 par (A,S) — AS'A, et deux ma-
trices dans X qui appartiennent a une méme orbite du groupe SL(n,Z)
représentent les mémes matrices. Gauss propose donc de réduire le probleme
a I’étude des matrices S € X appartenant a un ensemble fondamental
D C X pour laction de I' = SL(n,Z) sur X, i.e. un ouvert D C X dont
I’ensemble des translatés sous I' forme un recouvrement localement fini de
X. Remarquons que cette réduction est possible car le groupe I' agit pro-
prement sur X, en particulier une matrice T étant fixée, il n’existe qu'un
nombre fini de fagons de représenter T par S.

Gauss considere plus particulierement le cas n = 2 et m = 1, des formes
quadratiques en deux variables, et montre qu’alors X est isomorphe au
demi-plan

H? = {2z € C : Imz > 0},

que le groupe SL(2,Z) agit par homographies sur H? et que I’ensemble
D ={z¢eH? : |z| > 1et|Re(z)| < 1/2} est un domaine fondamental
pour cette action. Gauss appelle réduites les formes correspondant aux
z€D.

Plus généralement, lorsque n > 2, I'espace X s’identifie au quotient
SL(n,R)/SO(n) ou l'on associe & une matrice A € SL(n,R) la matrice
symétrique S = A*A de forme quadratique associée Q. Et toute forme qua-
dratique ) définie positive en n variables s’écrit de maniere unique sous la
forme :

Q(x) = tl(xl + U122 + U133 + ... + U1n3}n)2

+t2(332 + ug3xs + ...+ U2ngjn)2 (1 2)
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ol ty,...,t, sont des réels positifs et u;; € R. (C’est la décomosition G =
K AN du groupe SL(n,R).) Et Hermite montre que, quitte & translater la
matrice S de @) par une matrice A € SL(n,Z), on peut supposer que

et
4
t; < gti+1 quand 1 <7 < N — 1.

Le sous-ensemble G de X défini par ces inégalités est appelé sous-ensemble
de Siegel. L’étude de I’équation (1.1) est donc réduite aux cas des matrices
S € &, reste bien str a étudier ces équations, mais c’est une autre histoire.

Remarquons plutot que le groupe SL(n,Z) n’agit plus proprement sur
I’espace des formes quadratiques indéfinies. L’espace des formes quadra-
tiques non dégénérées de signature (p,q) et de déterminant 1 s’identifie
maintenant au quotient SL(n,R)/SO(p,q) (n = p+ q), ou l'on associe &
une matrice A € SL(n,R) la matrice symétrique ! S = A, ,*A de forme
quadratique associée ). La théorie de la réduction de Gauss ne s’étend
donc pas immédiatement & ces formes quadratiques.

Néanmoins, par un ingénieux artifice, Hermite développe une théorie
analogue qui s’applique aux formes indéfinies. En termes modernes,
Partifice d’Hermite consiste & remplacer I’étude de laction (& gauche) de
SL(n,Z) sur SL(n,R)/SO(p,q) par laction (& droite) de SO(p,q) sur
SL(n,Z)\SL(n,R). A une forme quadratique Q de matrice S = Al, J'A,
Hermite associe l'orbite de A sous l'action & droite de SO(p,q) dans
SL(n,R) :

A-S50(p,q) = (ASO(p,q)A™") - A= 50(Q) - 4,

qui coincide avec l'orbite de A sous l'action & gauche du groupe spécial or-
thogonale SO(Q) de la forme quadratique @. Cette orbite se projette dans
lespace X = SL(n,R)/SO(n) des formes quadratiques définies positives
en un sous-espace (totalement géodésique) :

Xq =50(Q)/(S0(Q) N ASO(n)A™Y)

isométrique a l’espace symétrique associé au groupe orthogonal O(p,q).
Hermite appelle alors réduite la forme quadratique indéfinie ) si 1'une
des formes (définies positives) de la famille Xg C X est réduite au sens
de Gauss, autrement dit si 'orbite (a droite) de SO(p, q) dans SL(n,R),
associée a @), rencontre & - SO(n).

(" )

!Nous notons I 4 la matrice
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Hermite motive immédiatement cette définition en démontrant que I’en-
semble des formes quadratiques non dégénérées, de signature (p, q), entieres,
de déterminant 1 et réduites est fini. Il en déduit que si @ est une forme
quadratique entiere indéfinie et a plus de 3 variables, le groupe

SO(Q,Z) == SO(Q) N SL(n,Z)

est infini. Autrement dit, '’équation (1.1) avec m = n > 3 et S = T
indéfinie, admet une infinité de solutions.

Peu apres, Poincaré donne une nouvelle ampleur a ce sujet en ouvrant
la voie & une étude géométrique des groupes arithmétiques SO(Q,7Z) =
SO(Q)NSL(n,Z), ou Q est dorénavant une forme quadratique non dégéné-
rée, de signature (p, ¢) entiere, de déterminant 1. Poincaré retient du résultat
d’Hermite qu'il implique que la projection SO(Q,Z)\X¢o de X¢g dans
SL(n,Z)\X est fermée : le sous-ensemble de Siegel & C X est un en-
semble fondamental pour 'action du groupe SL(n,Z) sur X, l'espace des
formes quadratiques définies positives. Un élément de SL(n,Z) envoie le
sous-espace Xg de X sur le sous-espace X/ associé a une forme quadra-
tique @’ toujours enticre. Puisque, d’apres le théoréme d’Hermite, I’en-
semble des formes quadratiques entiéres réduites de déterminant 1 est fini,
il n’y a qu’un nombre fini de translatés de X par SL(n,Z) qui intersectent
S C X. En particulier, 'image SO(Q,Z)\X¢q de X¢g dans SL(n,Z)\X est
fermée et on obtient un ensemble fondamental pour l'action de SO(Q,Z)
sur X¢ en formant une réunion (finie) d’intersections de X¢ avec un trans-
laté de & par un élément de SL(n,Z). Il n’est alors pas difficile de vérifier
que lorsque n > 3 (autrement dit, dim(X¢q) > 2), le quotient SO(Q,Z)\ X ¢
est de volume fini et qu’en général (n > 2) ce quotient est compact si et
seulement si la forme quadratique () ne représente pas 0 sur Z.

Dans le cas treés particulier de I’équation de Pell, Q = z? — Dy?, I’espace
Xg = R et le quotient SO(Q,Z)\X¢ est un cercle. Le groupe SO(Q,Z)
des solutions & ’équation de Pell est alors nécessairement infini.

Le changement de point de vue inauguré par Poincaré permettra in fine
de répondre a la question de Clifford et Klein, elle lui fournit déja la matiere
pour construire ses premiers exemples de groupes fuchsiens (cf. [17]). Ala
suite de Poincaré et plutot que de s’intéresser au cardinal infini ou non de
SO(Q,Z), il est maintenant naturel de tenter de comprendre la forme et
la géométrie des quotients arithmétiques SO(Q,Z)\X¢. De tels quotients
englobent les symétries des équations du type (1.1) et l'oeuvre de Siegel
nous enseigne que leur topologie et leur spectre forment en retour la clef de
létude de I’équation générale (1.1). Nous n’aborderons pas cette derniere
question, le but de ce mémoire est de survoler les résultats connus concer-
nant la cohomologie et le spectre des variétés localement symétriques (et
donc en particulier de celles d’entre elles qui sont arithmétiques).

Dans la suite de cette introduction nous faisons quelques rappels géné-
raux : définition des variétés arithmétiques, formule de Matsushima et
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représentations cohomologiques, qui nous permettront de rentrer directe-
ment dans le vif du sujet.

1.1 Variétés arithmétiques et non arithmétiques

Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q. Les adeles A de
Q forment un anneau localement compact, dans lequel Q se plonge diago-
nalement comme un sous-anneau. On peut considérer le groupe G(A) des
points adeliques de G, qui contient G(Q) comme sous-groupe discret. Nous
supposerons toujours que le centre de G est compact sur R.

Un sous-groupe de congruence de G(Q) est un sous-groupe de la forme
I' =G@Q)NKy, ot Ky C G(Ay) est un sous-groupe compact ouvert du
groupe G(Ay) des points adeliques finis de G. ?

Soit X = G(R)/ K lespace symétrique associé au groupe G, olt Ko, C
G(R) est un sous-groupe compact maximal. Nous noterons dg sa dimension.
D’aprés un théoreme de Borel et Harish-Chandra [25], le quotient T\ X ¢ de
Pespace symétrique X par un sous-groupe de congruence I' C G(Q) est de
volume fini. C’est une variété localement modelée sur X des que le groupe
I' est sans torsion, ce que I'on peut toujours supposer quitte a passer a un
sous-groupe d’indice fini dans I". Nous appellerons variété de congruence un
tel quotient I'\ X¢. Toujours d’apres Borel et Harish-Chandra, celui-ci est
compact si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q. Par définition
une variété arithmétique est une variété localement symétrique qui possede
un revétement riemannien fini isométrique a un revétement riemannien fini
d’une variété de congruence.

Les quotients SL(n,Z)\X et SO(Q,Z)\Xq considérés ci-dessus sont des
exemples de variétés arithmétiques (de congruences), le théoréme de Borel
et Harish-Chandra est une généralisation de la démonstration esquissée ci-
dessus du fait que SO(Q, Z)\X¢ est de volume fini (lorsque @ a plus de 3
variables). La construction de ces variétés arithmétiques a permis & Borel
[23] de répondre positivement & la question de Clifford et Klein : étant
donné un espace symétrique X, il existe toujours une variété riemannienne
compacte localement modelée sur X. Deux questions naturelles se posent
alors : 1) une telle variété est-elle nécessairement arithmétique ? et 2) si elle
est arithmétique, est-elle nécessairement de congruence ?

La réponse a la premiére question est bien str négative en général (il
existe un espace de modules des surfaces hyperboliques compactes). Mais
Margulis puis Gromov et Schoen ont démontré qu'une variété localement
symétrique irréductible de volume fini qui n’est ni hyperbolique (réelle) ni
hyperbolique complexe est arithmétique.

En ce qui concerne les variétés hyperboliques réelles, c’est-a-dire locale-
ment modelées sur H" lespace symétrique associé au groupe SO(n, 1),

2Lorsque G est défini sur Z, on peut préférer considérer les sous-groupes I' de G(Z)
qui contiennent un sous-groupe de la forme ker(G(Z) — G(Z/NZ)) pour un certain
entier N > 1.
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il est bien connu qu’il existe des variétes non arithmétiques en dimen-
sion 2 (espace de Teichmiiller), en dimension 3 (travaux de Thurston).
Mais il est plus délicat de construire de telles variétés en toute dimension.
Mise a part quelques exemples, dus a Vinberg, de groupes de Coxeter non
arithmétiques, la seule construction générale de variétés hyperboliques non
arithmétiques est due & Gromov et Piatetski-Shapiro [55]. Nous la rappe-
lons brievement au §2.1.

Le cas des variétés hyperboliques complexes, c’est-a-dire celui des
variétés localement modelées sur Hg, ’espace symétrique associé au groupe
SU(n, 1), est plus mystérieux. On ne sait alors construire des variétés non
arithmétiques qu’en dimension (complexe) n = 2 ou n = 3. Les autres di-
mensions restent complétement ouvertes. Nous n’aurons rien de plus a dire
sur les variétés hyperboliques complexes non arithmétiques.

La majeure partie du texte sera consacrée aux variétés arithmétiques.
Tentons brievement de motiver cette restriction : pour le géometre I'arith-
métique a ceci de fascinant qu’elle fournit un moyen de construire des es-
paces, ainsi les variétés arithmétiques fournissent-elles de nombreux
exemples de variétés & courbure négative (ou nulle) 2. Ces constructions
sont d’autant plus importantes, que toutes les variétés a courbure négative
de dimension > 4 connues proviennent essentiellement de ces constructions
arithmétiques a partir de chirurgie, modification de la métrique, . ... Il nous
semble donc naturel de s’attarder sur les variétés arithmétiques.

Venons en maintenant a la deuxieme question ci-dessus, connue sous le
nom de “Probleme des sous-groupes de congruence”. La réponse a cette
question bien qu’avancée n’est pas encore connue en générale, nous ren-
voyons au livre de Platonov et Rapinchuk [94] pour plus de détails. Nous
ne parlerons que tres brievement de ce probleme dans le texte.

Ce texte est essentiellement consacré a 1’étude des groupes de cohomolo-
gie H*(T\X) (& coefficients constants complexes) des variétés localement
symétriques ainsi qu’au spectre du laplacien sur celles-ci. Dans ce sur-
vol nous ne considérons que le cas (le plus riche) des quotients d’espaces
symétriques simplement connexes de courbure négative et sans facteurs eu-
clidiens. Nous insistons principalement sur le cas des quotients compacts.
Un grand nombre d’aspects intéressants de la cohomologie des variétés lo-
calement symétriques n’y sont en particulier pas mentionnés (liens entre
séries d’Einsenstein et cohomologie au bord, questions de rationalité et
applications arithmétiques, ...). Enfin notons que ce texte est essentielle-
ment la reproduction de mon mémoire d’habilitation (Université Paris-Sud,
décembre 2005) la présentation des résultats est donc fortement déséquili-
brée puisque j’y insiste sur mes propres résultats.

Du fait de I'homogénéité des espaces symétriques, les questions de co-
homologie et de spectre des variétés localement symétriques, s’énoncent

3Un autre exemple frappant est la construction de graphes expanseurs, reliée & la
partie spectrale du mémoire.
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naturellement en termes de théorie des représentations. L’objet des deux
sections suivantes est d’introduire ce langage et de poser les questions qui
motivent la plupart des résultats de ce survols.

1.2 Formule de Matsushima

Fixons X un espace symétrique simplement connexe, de courbure négative
et sans facteurs euclidiens. Soit G un groupe de Lie réductif réel qui agit
transitivement sur X par isométries. Nous supposons que ’application de
G vers la composante connexe de lidentité du groupe des isométries de
X a une fibre compacte. Dans la suite nous supposons que la métrique
riemannienne de X est identique a celle induite par la forme de Killing
de G. Nous notons K le groupe d’isotropie dans G d’un point fixé p de
X. Puisque X est de courbure négative, le groupe G a un centre compact
et nous supposerons qu’il n’a aucun facteur (simple) compact. Notons g
I’algebre de Lie de G et go = £y @ po la décomposition associée au choix de
K. Si [ est une algebre de Lie, nous noterons [ = [ ® C sa complexification.

Soit I' un sous-groupe discret (sans torsion) de G tel que S(I') = I'\ X
soit compacte. Soit £¥(S(I')) l'espace des formes différentielles de degré k
sur S(T"). Puisque le fibré cotangent 7*S(T") est isomorphe au fibré T'\G x
p* — IN\G/K = S(I'), qui est associé au K-fibré principal K — I'\G —
IN\G/K et & la représentation de K dans p*, on a :

EF(S(T)) =~ (C>=(T\G) ® \ Fp*) ~ Homy (\ "p.C=(T\G)).  (1.3)

Notons A le laplacien de Hodge-de Rham sur la variété riemannienne
(localement symétrique) S(I') (ou la métrique est déduite de la forme de
Killing sur go). L’espace des formes harmoniques de degré k est donné par

HE(S(T)) := {w € EX(S(T)) : Aw = 0}.
La théorie de Hodge fournit un isomorphisme naturel
H*(ST)) =~ H*(SD)).
Rappelons qu'un (g, K)-module est un espace vectoriel complexe V' muni

de représentations de g et K, soumises aux trois conditions suivantes.

1. L’action de K sur V est localement finie, i.e. tout vecteur v € V
appartient & un sous-espace K-invariant V3 C V de dimension finie,
et la représentation de K dans V; est lisse.

2. La différentielle de l'action de K (qui est bien définie d’apres 1.) est
égale a la restriction a € de 'action de g.
3.8 Xeg, keKetveV,alors k- (X -v) = (Adk)X) - (k- v).
Si (m, H,) est une représentation continue de G dans un espace de Hilbert,

lespace des vecteurs lisses et K-finis de 7 est un (g, K)-module appelé
module de Harish-Chandra de .
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Soit maintenant (r, V) un (g, K )-module irréductible. A I'aide de (1.3)
on définit naturellement une application linéaire

T . { Hompg (A" p,7) ® Homg g (7, C®(T\G)) — &£*(S(T)), (1.4)

Y@p — o1

Soit G I’ensemble des classes d’équivalence des (g, K )-modules irréducti-
bles qui sont unitarisables. Rappelons qu'Harish-Chandra a démontré que
G s’identifie naturellement au dual unitaire de la composante connexe de
l'identité Gy de G (le sens trivial consiste & considérer le module d’Harish-
Chandra de chaque représentation unitaire irréductible de G). D’un autre
c6té, un résultat di & Gel'fand et Piatetski-Shapiro [53] affirme que la
représentation réguliere droite dans L?(T'\Go) admet une décomposition
en somme directe de Hilbert discrete

L*(I\Go) ~ Y ®Homg(m, L*(T\Go)) @ 7 = »_ “np(m)m,
ou 7 parcourt cette fois le dual unitaire de G et la multiplicité
nr(r) := dimcHomg (7, L*(T\Gy)) < oo.

On voit ainsi se dessiner une correspondance entre certaines représenta-
tions de G et 'espace des formes différentielles Ad-propres pour le laplacien.
Avant de donner un énoncé précis, rappelons que l'opérateur de Casimir

est
Q= j{: y&y;

1<s<n
ou (ys) est une base de g et (y.) la base duale de g par rapport a sa forme
de Killing.
La (tres) légere modification du théoreme de Matsushima [86] qui suit
est démontrée dans [16].

Théoréme 1.1. Soit EY 'espace des k-formes différentielles sur S(T') qui
sont \-propres pour le laplacien A. Alors :

dim(EY) = Z np(w)dim(HomK(/\ “p, 7)),

~

TeG
() ==X

la somme étant finie.

Le Théoreme 1.1 s’applique en particulier au calcul de la dimension de
Ekl = H*(S(T)) et implique que 'image

Image(T:) C H*(S(T)) ~ H*(S(T")) (1.5)
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si et seulement si 7(2) = 0. On dit dans ce cas que le sous-espace de
H*(S(T')) correspondant & I'image de T}, est la w-composante, on note celle-
ci H*(w : T'). Autrement dit,

H*(7 : T) := Image(T,) N H*(S(T)) (k € N), (1.6)
via I'isomorphisme (1.5). On a alors

H*(m:T) ~np(r)H*(g, K;7), (1.7)

H*(S(T)) =@ H"(r: ). (1.8)

Ici H*(g, K; ) désigne la (g, K)-cohomologie de 7, c’est-a-dire la cohomo-
logie du complexe

C*(g,K;m) := HomK(/\ P,
muni de la différentielle définie pour w € CP(g, K;7) par la formule :
P

dw(Xo,. .., Xp) = > (1)’ X; - w(Xo, ..., Xiy .., Xp).
1=0

1.3 Représentations cohomologiques

Une représentation m € G dont la (g, K)-cohomologie est non triviale est
dite cohomologique. D’apres Parthasarathy [93], Kumaresan [72] et Vogan-
Zuckerman [116], les représentations cohomologiques peuvent étre décrites
comme suit. Notons tg = Lie(T") une sous-algebre de Cartan de £. On
considére les sous-algebres paraboliques #-stable ¢ C g : q = [ u [116], ol
[ est le centralisateur d’un élément X € ity et u est le sous-espace engendré
par les racines positives de X dans g. Alors q est stable sous 6 ; on en déduit
une décomposition u = (uN€) & (uNp). Soit R = dim(unNp).

Associé a g, se trouve un (g, K)-module irréductible bien défini A, que
nous caractérisons maintenant. Supposons effectué un choix de racines posi-
tives pour () de fagon compatible avec u. Soit e(q) un générateur de
la droite A™(unp). Alors e(q) est le vecteur de plus haut poids d’une
représentation irréductible V(q) de K contenue dans A" p; et dont le plus
haut poids est donc nécessairement 2p(u N p). La classe d’équivalence du
(g, K)-module A4 est alors uniquement caractérisée par les deux propriétés
suivantes.

Aq est unitarisable avec le méme caractére infinitésimal que la
représentation triviale

(1.9)

Homy (V(q), Aq) # 0. (1.10)
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Remarquons que la classe du module A4 ne dépend que de l'intersection
u N p, autrement dit deux sous-algébres paraboliques q = [Gu et q' =
I' @ v vérifiant uNp = v’ N p donnent lieu & une méme classe de module
cohomologique.

De plus, V(q) intervient avec multiplicité 1 dans A, et A (), et

H'(g, K, Aq) = Hompnk (/\ (1N p), C). (1.11)

Ici L est un sous-groupe de K d’algebre de Lie I.

Si T est un sous-groupe discret (et sans torsion) de G, la A4-composante
HR(Ay : T) de HE(S(T')) est dite fortement primitive. Nous notons
Hp iy (S(T)) la partie fortement primitive de la cohomologie.

Remarquons que la représentation triviale 1 du groupe G est (I'unique
représentation) cohomologique de degré (fortement primitif) 0. Elle inter-
vient toujours avec multiplicité nr(1g) = 1 dans la représentation réguliére
droite L?(T'\G). La formule de Matsushima (1.7)-+(1.8) et le calcul (1.11)

impliquent alors I'injection :
H*(Xg) %HomK(/\*p,(C) — H*(S()), (1.12)

ou )A(G désigne le dual compact de X¢. Cette injection, due a Hirzebruch,
force déja un certain nombre de restrictions cohomologiques sur la to-
pologie des variétés localement symétriques compactes. D’autres restric-
tions découlent de la classification des représentations cohomologiques : des
conditions d’annulation. Il est en effet immédiat que si X est irréductible,

HY(S(T)) =0, pour tout 0 < i < rg, (1.13)

ol ¢ est infimum des dim(uNp) sur toutes les sous-algebres paraboliques
f-stable ¢ = [+ u de g. On peut trouver une table des valeurs possibles de
r¢ dans [116, Table 8.2]. Retenons simplement que r¢ est toujours inférieur
au rang réel de G.

Toutes ces restrictions cohomologiques sont des restrictions locales, le
groupe I' n’intervient pas réellement, seule intervient I'algebre linéaire du
groupe G. Comme nous venons de le rappeler, celle-ci est bien comprise.
On peut alors se poser des questions globales :

Question 1.1. Soient T' un sous-groupe discret cocompact de G et w € G

une représentation cohomologique. Existe-t-il un sous-groupe d’indice fini
IV deT tel que np/(m) #£0 ¢

Ou plus faiblement :

Question 1.2. Soit 7w € G une représentation cohomologique. Existe-t-il
un sous-groupe I' discret et cocompact de G tel que np(m) #0 ¢
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L’objectif (pour I'instant hors de portée) est de comprendre la topologie
d’une variété localement symétrique donnée S(T") et donc de déterminer les
représentations cohomologiques 7 € G telles que nr(m) # 0.

Un cas particulier important de la Question 1.1 est la célebre conjecture
suivante généralement attribuée a Thurston.

Conjecture 1.1. Soit M une variété hyperbolique compacte. Alors M pos-
sede un revétement fini dont le premier nombre de Betti est non nul.

Cette conjecture est encore largement ouverte, ce qui est particulierement
frustrant en dimension 3. En admettant la conjecture de géométrisation
démontrée, c’est stirement le trou le plus béant dans notre compréhension
de la topologie des variétés de dimension 3 compacte. Celle-ci implique
en particulier la Conjecture de Waldhausen selon laquelle toute variété de
dimension 3 compacte irréductible admet un revétement fini Haken, c’est-
a-dire contenant une surface plongée incompressible (7;1-injective). Remar-
quons qu’inversement on ne sait méme pas démontrer qu'une variété hy-
perbolique compacte Haken vérifie la Conjecture 1.1.

Nous pouvons maintenant commencer le survol des résultats connus
concernant la cohomologie des variétés localement symétriques et notam-
ment les Questions 1.1 et 1.2. Nous commencons par le cas des espaces hy-
perboliques réels et complexes. Ceux-ci ont en effet des caractéristiques par-
ticulieres (comme Dexistence de variétés non arithmétiques) qui les isolent
du reste des espaces symétriques et jouent par ailleurs un role central dans
ces questions. Remarquons enfin qu’il n’est en général pas nécessaire de se
restreindre a étudier la cohomologie & coefficients constants ou les variétés
compactes. Le cas des coeflicients tordus ne présente essentiellement au-
cune difficulté nouvelle, nous n’en discuterons que tres brievement dans la
suite du texte. Le cas des variétés localement symétriques non compactes
de volumes finis est par contre tres intéressant et présente des problemes
profonds nouveaux. Nous aborderons quelques uns de ceux-ci & la fin du
mémoire.

2 Cohomologie des variétés hyperboliques
Dans cette section X = H" ou Hf est un espace hyperbolique réel ou

complexe. Le groupe G est donc du type O(n, 1) ou U(n, 1). Explicitons la
classification des représentations cohomologiques de ces groupes.

Le cas G = O(2n,1). L’ensemble des classes d’équivalences de représenta-
tions cohomologiques de G est alors

{mo=1g, 71, ..., 1} U{m} 7},
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ou pour j =0,...,n — 1, la représentation 7; vérifie
C sik=j,2n—j
k N o~ J Js
H (g,K,w]){ 0 sinon, (keN)
et
C sik=n
k +\ ~ ’
H"(g, K, ;) _{ 0 sinon, (k e N).

Si ' est un sous-groupe discret cocompact de G et j un entier compris
entre 0 et n — 1, les nombres de Betti

b;(S(I')) = ban—;(S(I)) = nr(m;).
Et pour j =n,
bu(S(T)) = nr(my) +nr ().

Le cas G = O(2n+1,1). L’ensemble des classes d’équivalences de représen-
tations cohomologiques de G est alors

{770 = 1G'77T17 e 77TTL}7
ou pour j =0,...,n, la représentation m; vérifie

C sik=j 2n+1—j

Hk(gvK’ﬂ-j) = { 0 sinon, (k € N)

Si ' est un sous-groupe discret cocompact de G et j un entier compris
entre 0 et n, les nombres de Betti

b;j(S(I) = ban41-;(S(T)) = nr(m)).

Le cas G = U(n,1). L’ensemble des classes d’équivalences de représen-
tations cohomologiques de G est alors

{mi; + ,j €N, i+j<n},
ou pour 7,5 € N, 7 + j < n, la représentation m; ; vérifie

k ) C sik=i+j+20 (0<1<n—i—j),
H"(g, K,m; ;) = { 0 sinon, (k € N).

Si T' est un sous-groupe discret cocompact de G, la variété S(T') est
kaehlérienne. La dimension de ’espace des formes harmoniques primitives
de bidegré (i, ), avec i,j € N, i + j < n, est égale & nr(m; ;) = nr(m;,;). Si
1,7 € N; i+ j < n, alors les nombres de Hodge

hij(SM) = h;i(ST)) = hn—in—j (1)) = hp—jn—i(S(I))

min(i, )

= Z nr(mi—i,j—1)-

=0
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Enfin, si p est un entier compris entre 0 et 2n, les nombres de Betti

bp(ST)) = ban—p(ST))
> hiy(S(T))

i+j=p
[p/2]

Z Z np(m’j).

1=0 i+j<p—2l

2.1 Un bref survol de la littérature

Les premieres réponses partielles aux Questions 1.1 et 1.2 ont d’abord
concerné les variétés hyperboliques réelles et donc le groupe G = O(n, 1).
Si n = 2, les sous-groupes discrets cocompacts de G sont des groupes fon-
damentaux de surfaces de genre > 2, donc de premier nombre de Betti
non nul. Pour 3 < n < 5, les premiers exemples de S(I') avec un premier
nombre de Betti non nul ont été donnés par Vinberg (cf. [1]). Au milieu des
années 70, Millson [88] et Thurston (non publié) ont construit pour tout
n > 2 des variétés hyperboliques compactes arithmétiques S(I") de premier
nombre de Betti non nul.

Esquissons la construction de ces variétés arithmétiques. Soit K un corps
de nombre totalement réel de degré m sur Q et soient oy = id, 09,...,0m,
les différents plongements de K dans R. Soit

2 2 2
q(T1, . Ty Tng1) = 1T + .+ ATy — A1 Ty,

une forme quadratique diagonale avec chaque a; € K. Supposons que %1q
a pour signature (n, 1) et que %ig est définie positive pour i = 2,3,...,m.
Le groupe G obtenu & partir du groupe orthogonal O(q) par restriction des
scalaires de K a @ est un groupe réductif algébrique sur Q dont I’ensemble
des points réels est isomorphe au produit O(n,1) x O(n + 1)™~!. Soit
I' un sous-groupe de congruence sans torsion dans G. Le groupe I' agit
alors librement sur I’espace hyperbolique H™ (I’espace symétrique associé
au groupe G) et le quotient T\H" est une variété hyperbolique de volu-
me fini. Celle-ci est compacte sauf si K = Q et g représente 0 sur Q.
Nous dirons d’une variété hyperbolique qu’elle est arithmétique standard
si et seulement si elle admet un revétement (riemannien) fini qui est un
revétement fini d’une variété I'\H" comme ci-dessus. Nous pouvons alors
énoncer plus précisemment le théoréme de Millson (et Thurston).

Théoreme 2.1. Toute variété hyperbolique arithmétique standard admet
un revétement fini dont le premier nombre de Betti est non nul.

L’argument principal de la démonstration de ce Théoreme est géométri-
que, il repose de maniere essentielle sur I'existence d’hypersurfaces totale-
ment géodésiques. Celle-ci provenant du fait que le groupe O(g) contient
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le groupe orthogonale d’une forme en n variables de signature (n — 1,1)
en la place o1. Dans [80], en utilisant la théorie de Bass-Serre d’actions de
groupes sur les arbres, Lubotzky simplifie la démonstration du Théoreme
2.1 en le déduisant du théoreme plus général suivant.

Théoréme 2.2. Soit M une variété hyperbolique de volume fini. Supposons
que M contienne une hypersurface (plongée) totalement géodésique. Alors
M admet un revétement fini dont le groupe fondamental se surjecte sur un
groupe libre de rang 2. (Ce revétement fini a, en particulier, un premier
nombre de Betti non nul.)

Nous verrons comment déduire ce Théoreme d’un résultat plus précis
(et de preuve élémentaire) démontré dans [7] sur lequel nous revenons au
§2.2. Remarquons pour I'instant que le Théoréme 2.1 répond positivement
a la Question 1.2 dans le cas du groupe O(n, 1) et pour la représentation
7 : pour tout n > 2, il existe un sous-groupe discret cocompact I' C G tel
que nr(m) # 0. On a dit la Question 1.1 semble bien plus délicate. Le
Théoreme 2.2 permet néanmoins de démontrer quelques résultats intéres-
sants dans cette direction.

Nous avons en effet rappelé qu’il existe des variétés hyperboliques non
arithmétiques en toute dimension n > 2. En dimension n = 3, il en existe
plein et la Conjecture de Thurston est tres largement ouverte. A partir de
la dimension 4 on ne connait que tres peu de variétés hyperboliques non
arithmétiques, ce sont soit des variétés hybrides construites par Gromov et
Piatetski-Shapiro [55] soit des variétés obtenues comme quotient de H™ par
un groupe I' commensurable & un groupe engendré par des réflexions (cf.
[1]), que nous appelons variétés de Poincaré-Vinberg. A indice fini pros,
on peut supposer que I' est normalisé par une réflexion. Cette réflexion
agit alors sur la variété I'\H™ et ’ensemble de ses points fixes forme une
hypersurface totalement géodésique. Le corollaire suivant découle donc du
Théoreme 2.2.

Corollaire 2.1. Les variétés hyperboliques de Poincaré-Vinberg admettent
un revétement fini avec un premier nombre de Betti non nul.

Esquissons maintenant la construction des variétés hybrides de Gro-
mov et Piatetski-Shapiro. Soient M; et Ms deux variétés hyperboliques
arithmétiques standard de dimension n. Soient Fy C M; et Fy C My deux
hypersurfaces, plongées, totalement géodésiques et isométriques. Fixons
une isométrie ¢ : F} — Fy. On appelle variété hybride la variété hyper-
bolique obtenue en découpant M; et My suivant F; et Fy et en recollant
FljE avec F," par ¢, ou FijE sont les copies de F; dans la variété M; découpée
suivant F;. Par construction une variété hybride contient une hypersurface
totalement géodésique et le Théoreme 2.2 implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Les variétés hyperboliques hybrides admettent un revéte-
ment fini avec un premier nombre de Betti non nul.
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Concernant les autres nombres de Betti (ou les autres représentations
cohomologiques), en développant les idées de [88] Millson et Raghunathan
répondent complétement et positivement dans [89] & la Question 1.2 pour
le groupe O(n, 1). Ils montrent plus précisemment le théoréme suivant.

Théoreme 2.3. Toute variété hyperbolique arithmétique standard com-
pacte admet un revétement fini dont tous les nombres de Betti sont non
nuls.

Ces techniques géométriques reposent de maniere essentielle sur I’existen-
ce d’hypersurfaces totalement géodésiques. Ce qui n’a plus lieu dans le cas
des variétés hyperboliques arithmétiques non standard ou dans le cas des
variétés hyperboliques complexes. En ce qui concerne ces dernieres il est
naturel de commencer par considérer les variétés hyperboliques complezes
standard obtenues, comme dans le cas réel, en considérant des groupes
unitaires sur des extensions quadratiques imaginaires de corps de nombres
totalement réels. Dans [65] Kazhdan étudie la Question 1.2 dans le cas
du groupe U(2,1) (et pour les variétés arithmétiques standard) a l'aide
du “relevé théta” & partir du groupe U(1). A la suite de ce travail et en
développant la méme technique, Shimura [105] puis Borel et Wallach [26]
montrent finalement le théoreme suivant.

Théoreme 2.4. Toute variété hyperbolique complexe arithmétique stan-
dard admet un revétement fini dont le premier nombre de Betti est non
nul.

Dans une direction opposée Rogawski [100] montre qu’une variété
hyperbolique complexe de congruence de dimension (réelle) 4 a un pre-
mier nombre de Betti nul sauf si elle est arithmétique standard. Plus
généralement, Clozel [38] montre le théoréme suivant (cf. [16] pour une
autre démonstration).

Théoréme 2.5. Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction
des scalaires a partir du groupe des unités d’une algébre a division sur
une extension quadratique imaginaire d’un corps de nombre totalement réel
isomorphe a toute ’algébre des matrices en chaque ramification et tel que
GR) 2 U(n,1) x (compact), avec n+ 1 > 3. Soit T' un sous-groupe de
congruence C G(Q). Alors,

H*(S(T)) = 0.

A la suite de Kazhdan, Shimura et Borel et Wallach, la technique du
“relevé théta” est notamment développée par Wallach [117], Anderson [3]
et Li [76]. Nous y reviendrons plus loin dans une plus grande généralité.
En ce qui concerne les variétés hyperboliques complexes, cette méthode
permet de démontrer le théoreme suivant.
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Théoréme 2.6. Toute variété hyperbolique complexe arithmétique stan-
dard admet un revétement fini dont tous les nombres de Betti sont non nuls.
Plus précisément, si  est une représentation cohomologique du groupe G =
U(n,1) de la forme m; o, pouri=0,...,n, oun;;, pouri+j < (n+1)/2,
et si I' est un sous-groupe arithmétique standard de G, il existe un sous-
groupe d’indice fini (de congruence si I’ est de congruence) T' C T tel que

nr () # 0.

Le Théoréme 2.6 répond donc positivement a la Question 1.2 pour un
grand nombre de représentations cohomologiques. La Question 1.1 reste
quant a elle grande ouverte. Néanmoins, le Théoreme 2.5 semble aller dans
le sens négatif : pour répondre positivement a la Question 1.1 il faudra
sortir du monde des variétés de congruence, ce qui n’est pas nécessaire
dans le cas du Théoreme 2.6.

La technique du “relevé théta” s’applique également aux variétés hyper-
boliques réelles arithmétiques (méme non standard). Li [76] montre notam-
ment le théoreme suivant.

Théoréme 2.7. Toute variété hyperbolique arithmétique de dimension n #
7 admet un revétement fini dont tous les nombres de Betti b; pour 0 < i <
(n—1)/4 sont non nuls.

Larestriction n # 7 sur la dimension provient de Iexistence en dimension
7 de variétés arithmétiques spéciales peu comprises.

En ce qui concerne plus particulierement le premier nombre de Betti (et
donc la Conjecture de Thurston) Li et Millson [77] et indépendamment
Raghunathan et Venkataramana [96] étendent le Théoréme 2.7 par des
méthodes compléetement différentes.

Théoréme 2.8. Toute variété hyperbolique arithmétique de dimension #
3,7 admet un revétement fini dont le premier nombre de Betti non nul.

La restriction n # 7 sur la dimension dans les deux théorémes précédents
provient de 'existence en dimension 7 de variétés arithmétiques spéciales
peu comprises, associées aux formes 2Dy et D4 du groupe SO(8). A propos
de ces variétés nous motivons dans [20] la conjecture suivante.

Conjecture 2.1. Soit G un groupe semi-simple algébrique sur Q provenant
(par restriction des scalaires) d’un groupe de type 3Dy ou Dy sur un corps
de nombre totalement réel et tel que G(R) = O(7,1) x (compact), alors
pour tout sous-groupe de congruence I' C G(Q), on a :

by(T) = 0.

Si vraie, la Conjecture de Thurston devrait donc nécessiter de sortir
du monde des sous-groupes de congruence ce qui n’est le cas d’aucun des
résultats connus pour l'instant.
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La dimension 3 est encore une fois la plus délicate, le groupe SO(3,1) =
SL(2,C) étant également un groupe complexe, il y a plus de constructions
arithmétiques. Dans ce cas et en ce qui concerne les variétés arithmétiques
les réponses les plus completes a la Conjecture de Thurston sont dues a
Labesse et Schwermer [73], Clozel [33] et, plus récemment, Rajan [97].

Remarquons finalement que dans [79], Lubotzky donne une démonstration
plus élémentaire du Théoreme 2.8 en le ramenant au Théoréme 2.6 : sui-
vant une remarque de Raghunathan et Venkataramana, Lubotzky plonge
les variétés hyperboliques arithmétques considérées dans des variétés hy-
perboliques complexes arithmétiques standard et considere la restriction
des classes de cohomologie non triviales obtenues par le Théoreme 2.6.
Une partie de notre approche de ces problemes est une généralisation de la
méthode de Lubotzky. Nous y revenons plus loin.

2.2 Effeuillage des variétés hyperboliques

Commengons par énoncer un lemme général, cf. [9], qui découle essentielle-
ment de la démonstration du célebre Lemme de Mal’cev [85] affirmant que
tout groupe linéaire de type fini est résiduellement fini.

Lemme 2.1. Soient H un sous-ensemble algébrique de GL(n) et T’ un
sous-groupe de type fini de GL(n). Il existe alors un suite décroissante
{Nn} de sous-groupes d’indices finis et distingués dans ' telle que :

1. lintersection N, N, est réduite a l’élément neutre, et

2. si v € ' vérifie que pour une infinité de m, il existe un élément
hm € HNT tel que v = hy, (mod N,,), alors v € H.

Remarquons que la démonstration de [7, Théoréme 1] implique immédia-
tement le théoreme suivant.

Théoréme 2.9. Soient M = I'\X une variété localement symétrique de
volume fini et F une sous-variété totalement géodésique proprement im-
mergée dans M. Il existe alors un revétement fini de M auquel F se reléve
en une sous-variété plongée.

La démonstration repose essentiellement sur le Lemme 2.1 appliqué au
sous-groupe H des isométries de X qui préserve une composante connexe
Y de la préimage de F dans X. Notons A = I' N H, alors la variété
F = A\Y. Soit {N,,} une suite de sous-groupes distingués dans I" donnée
par le Lemme 2.1, notons I';, = N,,A. La suite de sous-groupe I',,, C T’
vérifie que N, I, = A et les variétés M, = I',,,\ X forment une tour d’ef-
feuillage autour de F C X. Autrement dit la suite {M,,} est une suite
de revétements finis de M qui converge sur tout compact vers la variété
Mo, = A\X. La variété F se plonge dans le revétement limite M, il n’est
alors pas difficile de vérifier qu’elle se plonge dans 'un des revétements
intermédiaires M,,.
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Lorsque M est une surface hyperbolique et F' une géodésique, le Théoreme
2.9 est dit & Scott [103] et lorsque M est une variété hyperbolique de di-
mension 3 et F une surface, il est dii & Long [78].

Revenons au cas des variétés hyperboliques. La considération d’une tour
d’effeuillage autour d’une sous-variété totalement géodésique nous permet
dans [7] de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 2.10. Soient M une variété hyperbolique de volume fini et F
une sous-variété totalement géodésique proprement immergée de codimen-
sion 1 dans M. Il existe alors un revétement fini M de M et deux_compo-
santes connexes F1 et FQ de la préimage de F dans M telles que F1 et F2
soient plongées, totalement géodésiques dans M et M \ {Fl,Fg} connexe.

Le Théoréme 2.10 implique en particulier le Théoréme 2.2 (et donc le
Théoreme 2.1 et les Corollaires 2.1 et 2.2). Il permet de découper les variétés
hyperboliques obtenues suivant les sous-variétés totalement géodésiques de
codimension 1 et de construire des revétements finis en les recollant sui-
vant des graphes réguliers. Ainsi le Théoreme 2.10 permet-il de jouer avec
certaines variétés hyperboliques comme on joue avec les pantalons dans le
cas des surfaces.

Quelques applications spectrales. On peut notamment appliquer ces
résultats & des problémes spectraux. Dans [7] nous construisons ainsi des
triplets (M, My, Ms) de variétés hyperboliques telles que
1. M; et M5 sont deux variétés hyperboliques non isométriques revétant
finiment M, et

2. les groupes fondamentaux de M, M et M, se surjectent sur un triplet
de Sunada (c¢f. [30] ou [19]).

D’ou 'on déduit immédiatement le théoréme et le corollaire suivant.

Théoréme 2.11. Soit M une variété hyperbolique compacte contenant une
sous-variété totalement géodésique proprement immergée de codimension 1.
Alors, M admet deux revétements finis isospectrauz mais non isomeétriques.

Corollaire 2.3. Pour tout entier n > 2, il existe des variétés hyperboliques
(arithmétiques ou non) isospectrales non isométriques de dimension n.

Les premiers exemples de variétés hyperboliques isospectrales non isomé-
triques ont été construits par Vignéras [114] en dimension 2 et 3 ; ce sont des
variétés arithmétiques. Dans [106], Spatzier montre que pour n > 26, toute
variété hyperbolique vérifie les conclusions du Théoreme 2.11. Enfin Reid
construit dans [99] des exemples de variétés hyperboliques de dimension 3
non arithmétiques, isospectrales et non isométriques.

Dans [41], Colbois et Matei étudient les liens entre la constante isopérimé-
trique de Cheeger h(M, g) d’une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n (M, g) et la plus petite valeur propre A;(M,g) > 0 du laplacien.
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Deux inégalités classiques respectivement dues & Cheeger [31] et Buser [29]
affirment que si (M;, g;) est une famille de variétés riemanniennes de cour-
bure de Ricci uniformément minorée telle que h(M;,g;) — 0 as i — oo,
alors Ay (M;, g;) = h(M;, g;)“, avec o; € [1,2] pour ¢ suffisamment grand.
Colbois et Matei étudient le probleme de déterminer si tous les a € [1,2]
peuvent étre obtenus comme points limites de la suite a;. Leurs théoremes
principaux sont des réponses positives a ces questions dans les deux cas
suivants :

— quand la topologie de la variété sous-jacente est fixée (i.e. M; = M)

et la métrique varie;

— quand chaque (M;,g;) est hyperbolique (mais sans fixer la topolo-

giel).

La démonstration de chacun de ces résultats consiste a modeler la famille
de varétés M; sur une famille de graphes avec la propriété recherchée (en
considérant le laplacien discret). Une telle famille de graphes est facile a
construire : Iidée est de coller ensemble un graphe linéaire (avec A; de
I'ordre de h?) et un arbre (pour lequel le \; est de Pordre de h) et d’ajuster
le nombre de sommets. Colbois et Matei utilise finalement le Théoréeme
2.10 pour modeler une variété hyperbolique de dimension arbitraire sur un
graphe.

Revenons a la cohomologie des variétés localement symétriques. On peut
en effet appliquer le Théoreme 2.10 a certaines variétés hyperboliques de
dimension 3 ne contenant pas d’hypersurface totalement géodésique. La
littérature autour de la Conjecture de Thurston en dimension 3 est vaste,
trop vaste pour étre recencée ici. Citons néanmoins deux articles classiques
sur le sujet. Dans le premier [68] Kojima et Long construisent une famille
infinie de variétés de dimension 3 vérifiant la Conjecture de Thurston. Ils
montrent plus précisemment que chaque membre de cette famille admet
des revétements finis avec des premiers nombre de Betti arbitrairement
grands et conjecturent que cette propriété devrait étre vérifiée par toute
variété hyperbolique compacte de dimension 3. Remarquons par ailleurs
que si M est une variété fermée orientable de dimension 3, M peut étre
réalisée comme un revétement ramifié de S3, ramifié sur le noeud de huit,
cf. [57]. Dans [6], Baker étudie la Conjecture de Thurston pour certains
revétements ramifiés au-dessus du noeud de huit dans S? et montre que si
M est une variété compacte orientable qui est un revétement ramifié au-
dessus du noeud de huit dans S? et dont tous les indices de ramification
sont divisibles par un méme entier n > 5 alors M vérifie la Conjecture de
Thurston.

Le complémentaire du noeud de huit dans S® est une variété hyperbo-
lique (¢f. [108]) qui est associée & un pavage en nids d’abeilles (c’est-a-dire
par des polyedres réguliers tous congruents) de H3. (C’est également le
cas de l'entrelacs de Whitehead, des anneaux borroméens ou des noeuds
dodécaedraux construits dans [2] dans S3.) Il n’est alors pas difficile de
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vérifier que chacune de ces variétés hyperboliques (de volumes finis) contient
une sous-variété (immergée) compacte totalement géodésique. En appli-
quant le Théoreme 2.10 a ces variétés avant d’obturer les tores a 'aide de
chirurgies de Dehn, nous montrons dans [8] le théoréme suivant.

Théoreme 2.12. Soit K le noeud de huit (ou l'un des noeuds dodécaédrauz
construits dans [2], Uentrelacs de Whitehead ou encore les anneauz bor-
roméens). Soit M un revétement ramifié compact orientable de S*, ramifié
au-dessus de K. Il existe alors un entier po tel que si tous les indices de
ramification sont divisibles par un méme entier premier p > po alors M est
finiment revétue par une variété contenant deux surfaces plongées disjointes
dont la réunion est non séparante. En particulier, le groupe fondamental de
M contient un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur le groupe libre
de rang deux.

Il est naturel de chercher a éliminer I’hypothése de codimension 1 dans
le Théoreme 2.10. La particularité de la codimension 1 tient a ce que la
non trivialité en homologie de la classe d’une hypersurface est équivalente
au fait que cette hypersurface ne disconnecte pas la variété ambiante. Ceci
se détermine facilement en calculant le nombre d’intersection de courbes
fermées (que I’on peut toujours homotoper a des géodésiques) avec I'hyper-
surface. Dans [9] nous nous passons de cette spécificité de la codimension
1 en considérant des paires de sous-variétés totalement géodésiques s’in-
tersectant transversalement en au moins un point. Nous montrons plus
précisemment le théoreme suivant.

Théoréme 2.13. Fizons deux sous-espaces totalement géodésiques HF et
H"* (0 < k < n) dans Uespace hyperbolique H™ et supposons qu’ils s’in-
tersectent transversalement en un point. Notons O(k,1) = O(k,1) x {1}
et O(n —k,1) = O(n — k — 1) x {1} les sous-groupes correspondant du
groupe O(n,1). Soit T un sous-groupe de type fini, discret et sans torsion
du groupe des isométries de H" tel que le groupe Ay = T N O(k,1) (resp.
Ay =TNO(n—k,1)) soit cocompact dans O(k,1) (resp. O(n —k,1)). La
variété hyperbolique M = T\H" contient alors deux sous-variétés totale-
ment géodésiques compactes Fy = A\HF et Fy = A\H"F qui s’inter-
sectent transversalement en au moins un point. Ez/f\il existe un revétement
fini M de M et deur composantes connexes Fy et Iy des préimages respec-
tives de Fy et Fy dans M telles que le cup-produit

[F1] - [F5] # 0.

On a déja rappelé que la plupart des exemples connus de variétés hyper-
boliques compactes de dimension > 4 vérifient les hypotheses du Théoreme
2.13. Le Théoreme 2.3 est un corollaire immédiat du Théoreme 2.13. De la
méme maniere nous montrons dans [9] le corollaire suivant.
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Corollaire 2.4. Toute variété hyperbolique hybride ou de Poincaré-Vinberg
admet un revétement fini dont tous les nombres de Betti sont non nuls.

La démonstration du Théoreme 2.13 repose sur les idées développées
dans [89] par Millson et Raghunathan, elle utilise également le Lemme 2.1.
En voici le plan : commengons par supposer Fy et Fy plongées dans M (cf.
Théoréme 2.9). On construit une suite {M,,} de revétements finis de M
contenant deux relevés F{™, F3* C M,, de F et Fy telle que si un point
a € Fi N Fy admet une préimage dans F{™ N F7* pour une infinité de m,
alors le nombre d’intersection local [Fi] - [F3]|, vaut 1. L’ensemble Fy N F,
étant fini, une telle construction implique bien le Théoreme 2.13.

Pour garantir le signe du nombre d’intersection en a, remarquons que si
a € Fy N F,, alors il existe un élément v € I', un point a; € H¥ et un point
as € H"F tels que ya; = ay. Or si v = Ba ol B (resp. a) est une isométrie
préservant H" % (resp. H¥) et son orientation, alors :

[F1] - [F2])q = [oHF] - [7TH" %] = +1.

Notons € = SOy(n — k,1)SO¢(k, 1) 'ensemble des isométries de H" de la
forme ci-dessus. D’apres ce que l'on vient de voir, on veut construire la
suite {M,,} de maniere & ce que si a € Fy; N Fy admet une préimage dans
™ N F3* pour une infinité de m, alors v € £. On construit une telle tour
de revétements finis a I’aide du Lemme 2.1 et en utilisant que I’ensemble £
est presque algébrique.

En s’inspirant de la démonstration de [118, Theorem 3] nous montrons
de plus (toujours dans [9]) la proposition suivante.

Proposition 2.1. Sous les hypothéses du Théoreme 2.13, supposons que
Fy et Fy sont plongées dans M et vérifient :

[F1] - [F2] # 0.

Il existe alors une suite {M,,} de revétements finis de M telle que les
préimages de Fy (resp. Fy) dans M, engendrent (en cohomologie) un es-
pace dont la dimension tend vers l'infini avec m.

Pour intéressant que soit le Théoreme 2.13, on aimerait pouvoir se conten-
ter de I'existence d’une seule sous-variété totalement géodésique. Dans I’es-
prit de la démonstration du Théoreme 2.9 on peut chercher a exploiter la
tour d’effeuillage dans I’étude de la cohomologie. La cohomologie L? de la
variété limite intervient alors naturellement.

2.3 Cohomologie L*

Représentations de la série discrete. Considérons ici le cas général
d’un groupe de Lie réel, réductif et connexe. Supposons de plus que le rang
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complexe de G soit égal au rang complexe de K (c’est par exemple le cas
lorsque G = U(n,1) ou G = O(2n,1)). Dans ce cas et d’aprés Harish-
Chandra le groupe Gy admet une série discrete. Notons éd I'ensemble C G
des classes d’équivalence de représentations irréductibles de Gy appartenant
a la série discrete, i.e. intervenant comme sous-représentation de L?(Gy).
L’ensemble des représentations cohomologiques € Gq est d’ordre [We /W]
ou Weg (resp. W) désigne le groupe de Weyl de G (resp. K), et pour une
telle représentation 7 on a (cf. [26]) :

C si ZdG 2
Hi(g, K, m) = { 0 sin(i)n. /

Autrement dit, la (g, K)-cohomologie d’une telle représentation est concen-
trée en degré médian.

En formant des séries de Poincaré on peut montrer qu’étant donné un
groupe I" discret cocompact dans G, toute représentation de la série discrete
7 intégrable intervient avec une multiplicité ny (7) # 0 dans la représenta-
tion L2(I"\Gy) pour un sous-groupe d’indice fini I” C I'. En effet, la série

de Poincaré
Pr(g)=>_ f(v9)
~yel

associée a une fonction f dans l'espace H, de la représentation 7 et en-
gendrant son K-type minimal, converge alors absolument et localement
uniformément et représente donc une forme automorphe € L2?(I'\G). Si
f # 0, il est de plus immédiat que quitte a remplacer I' par un sous-groupe
d’indice fini suffisamment profond I'V C T, la série Py ne s’annule pas et
que l'orbite de Py sous I'action de G est contenu dans un nombre fini de
copies de H, dans L2(I"\G).

Plus généralement, I'analyse de la croissance des multiplicités dans
L3(T,,\G), avec {T',} suite décroissante de sous-groupes distingués d’in-
dices finis dans un réseau I' donné et d’intersection (I, = {1}, a joué
un role important dans la théorie. De George et Wallach [43] montrent en
particulier que si I’on suppose I" cocompact dans GG, toute représentation de
la série discrete de G intervient pour m suffisamment grand avec une mul-
tiplicité nr, () # 0 dans la représentation L?(T',;,\G). Clozel [35] étend
ce résultat au cas d’'un groupe de congruence I' non nécessairement co-
compact. Enfin, notons que Delorme [44] montre que la suite des mesures
spectrales (sur G) des L2(T,,\G), pondérées par [I : T, ], tend vers celle de
L?(G). Ces résultats ont immédiatement des conséquences en cohomologie.

Théoréme 2.14. La réponse d la Question 1.1 (et donc 1.2) est positive

lorsque la représentation cohomologique T appartient a la série discréte de

G. C’est en particulier le cas dans chacun des cas suivants :
-G=02n,1) et m=m} oum, ;

- G=U(n,1) et m=m;; pour tout couple (i,j) € N? tel que i + j = n.
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De plus, la multiplicité np(r) de © dans L?(T\G) croit comme le covolume
de T' dans G lorsque I' tend vers le groupe trivial.

Dans chacun des cas particuliers du Théoréme 2.14 et si I’on considere
une suite décroissante {I',,} de sous-groupes distingués d’indices finis dans
un réseau I' donné d’intersection (T, = {1}, la suite des nombres de Betti
normalisés b, (S(I'y,))/[T : T'y] tend vers un nombre réel non nul. Pour
étudier de telles suites, il est naturel de se placer dans le cadre général des
complexes simpliciaux que nous détaillons maintenant.

Asymptotique des nombres de Betti et invariants /2. Un com-
plexe simplicial compact K possede lui aussi des nombres de Betti (usuels)
b, (K), invariants topologiques qui sont les dimensions des espaces vec-
toriels Hy(K) d’homologie en dimension n. Considérons maintenant une
action libre cocompacte (L,T') d'un groupe dénombrable discret T" sur
un complexe simplicial L. Ses nombres de Betti 12 notés b\ (L,T) sont les
dimensions généralisées (au sens de von Neumann) des espaces hilbertiens

ﬁf)(L,F) d’homologie 12 réduite en dimension n. Les nombres de Betti
12, introduits par Atiyah dans un contexte analytique [5], ont connu un
vaste développement, notamment dans le cadre des feuilletages mesurés
(par Connes [42]), dans le cadre général des actions topologiques quel-
conques de groupes dénombrables (Cheeger et Gromov [32]), ou suivant
I’approche de Liick qui fait rentrer cette théorie dans un cadre homolo-
gique classique par une extension de la notion de dimension généralisée
[82, 83]. L article de Eckmann * [47] constitue une excellente introduction
aux nombres de Betti 2. Une question récurrente dans le domaine consiste
a établir leurs liens avec les nombres de Betti usuels.

Lorsque I' est un groupe fini, la dimension généralisée au sens de von
Neumann n’est autre que la dimension usuelle divisée par le cardinal |T'| de
I'. Des lors, si le complexe simplicial L ci-dessus est lui-méme compact (et
donc T fini), alors
bn (L)

I
D’ou il résulte, si A est un sous-groupe normal d’indice fini de I, que les
nombres de Betti [ de I’action du groupe fini A\I' sur le complexe compact
A\L coincident avec les nombres de Betti usuels normalisés de A\L :

b (L,T) =

b2 (A\L,A\I') = b&(A\AL]) (2.1)

4C%est d’ailleurs Eckmann qui le premier a introduit une structure euclidienne sur
Pespace des chaines d’un complexe, pour obtenir une décomposition de Hodge (voir [45]).
Il est également remarquable que I'une des premiéres applications (voir [46]) de cette
décomposition de Hodge simpliciale concerne la théorie des revétements, application
dont la preuve contient en germes les idées de Atiyah conduisant aux nombres de Betti
12 dans le cas d’un revétement galoisien fini.
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On appellera tour de sous-groupes d’indices finis de I' toute suite
décroissante (T';);en de sous-groupes d’indices finis de T' telle que I'y = T.
11 lui correspond
- la tour de revétements L — -+ T, 1\L - T;,\L - T, _;\L — --- = To\L
- en chaque dimension n, la suite des nombres de Betti usuels (b,,(I';\L));en-

Si les sous-groupes I'; sont de plus d’intersection triviale (N;>oI"; = {e}),
alors la tour de revétements (I';\ L); “semble converger” vers le revétement
L, et on cherche a comprendre le comportement asymptotique de la suite
des nombres de Betti usuels, ou plus précisément au vu de la formule (2.1),
de ces nombres normalisés : (%)%N Un argument fort en faveur de
cette normalisation est que la caraétéristique d’Euler, ainsi normalisée est
constante dans une tour de revétements.

Kazhdan, dans une étude sur les variétés arithmétiques [64] a essentiel-
lement obtenu la comparaison suivante, lorsque les sous-groupes d’indices
finis I'; sont de plus normaux et d’intersection triviale :

(Inégalité de Kazhdan)

lim sup bn(T\L) <A (L,T). (2.2)
i—00 [F : Fz] "
Dans [43] DeGeorge et Wallach, dans le cas des revétements d’une variété
localement symétrique de type non compacte, majorent la multiplicité
np, (7). Ils retrouvent en particulier I'inégalité de Kazhdan dans ce contexte
et donc que si L est un espace symétrique de type non compact G/K,
b (T \L)/[I" : T;] — 0 quand i — 400 et n # dg/2.
Gromov [54, p.13, p.153] est ensuite amené & poser la question : 'inégalité
ci-dessus est-elle une égalité 7 En 1994, Liick, dans un article remarqué
démontre ce résultat.

Théoreme 2.15 (Liick [81]). Soit (T';)ien une tour de sous-groupes d’in-
dices finis de T'. Si les sous-groupes T'; sont de plus normauz dans I' et
d’intersection triviale, alors

_ba(T\L) 9
Zliglo T by (L,T). (2.3)

Observons que dans I’énoncé original de 1'article [81], le complexe simpli-
cial L est supposé simplement connexe, mais que cette hypothese est super-
flue. Du coup, on peut aussi supprimer I’hypothese de trivialité de 'intersec-
tion des T';, a condition de remplacer alors dans la conclusion, et seulement
dans le terme de droite, le groupe I' par le quotient T’ := I'/ N;en Ty et L
par L := N;enD;\ L.

Alors que le membre de gauche de (2.1) repose sur ’existence d’une action
de A\T et donc sur le fait que A est distingué dans T, le membre de droite
a un sens méme lorsque A n’est pas distingué dans I'. Une généralisation
du Théoreme de Liick a des revétements non galoisiens a néanmoins été
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proposée par Farber, qui est amené a introduire une hypothese d’apparence
technique.

Critere de Farber. Soit n; le nombre de sous-groupes distincts de I' qui
sont conjugués a T'; et, pour chaque g € ', soit n;(g) le nombre de ceua-la
qut contiennent g.

Vg e T\ {e}, lim nilg) _ g, (2.4)

—o0 Ny

Théoréme 2.16 (Farber [49]). Soit (T';);en une tour de sous-groupes d’in-
dices finis de T' d’intersection triviale. Si le critére (2.4) est vérifié, alors

. bn(Fi\L) _ 1(2)
L TS

Observons que ce critere entraine que I' est résiduellement fini.

Au vu de la construction de nos tours d’effeuillages, il est naturel de se
demander si pour des tours plus générales (ou le critere de Farber n’est pas
satisfait) la conclusion est mise en défaut. Dans [13] avec Damien Gaboriau
nous présentons de tels exemples ot méme 'inégalité de Kazhdan (2.2) se
trouve violée. Voici par exemple une spécialisation de [13, Théoréme 4.1].

Soit A un complexe simplicial compact de groupe fondamental infini et
résiduellement fini. Soient K un complexe obtenu en lui attachant un cercle
par un point, I' ~ 71 (A4) * Z le groupe fondamental et L = K le revétement
universel de K.

Théoreme 2.17. Pour tout ug € [0,1], il existe une tour (I';)ien de sous-
groupes d’indices finis de I', d’intersection triviale, telle que, I';11 est nor-
mal dans T';

et pour n = 2, lim;_, o b"[gli\L) = pobn(T\L) + (1 — ,uo)b,(f)(L, r),

]
et pour n =1, lim; o B = oy (N\L) + (1 = p10)b{” (L, T) — pro.

Rappelons que b1 (T\L) = 1+ b, (A) et b(2 (L,T)=1+ b(2 (A, (A)), et
que by (D\L) = by (A) et 2 (L,T) = bP (A, 11 (A)), pour n > 2. Du coup,
tout complexe A pour lequel b, (A4) # b (A, m1(A)) (n > 2) conduit & un
contre-exemple.

Par exemple, pour construire des exemples qui ne vérifient pas I'inégalité
de Kazhdan, on prend pour A le tore TP de dimension p, alors L est
contractile, I' ~ ZP x Z, b1(T'\L) = p + 1, ng) (L,T) =1 et, pour n > 2,
b, (I'\L) = C} tandis que tous les bg)(L I') sont nuls.

Cet énoncé permet également de produire des exemples ou cette fois
I'inégalité de Kazhdan se trouve fortement vérifiée (avec une inégalité
stricte). Prenons A homéomorphe & une variété M de dimension 4 com-
pacte acyclique a by (M) = 0 et groupe fondamental résiduellement fini (on
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peut penser & un fauz CP? ou CP? d’homologie [90]; 71 (M) est alors un
réseau de SU(2,1)). On a alors : bg2)(L, I') > by(T'\L). En effet, par dualité
de Poincaré, by = by = 1, by = bg = 0 = b\>) = b et b = b{?) et donc
ba(A) +2 = x(A) = X (A, 71(4)) = b5 (A, m1(4)) - 261" (4, m1(4)).
Sil’on se contente d’un exemple avec n=1, une égalité by (A)zbgz) (Z, m1(A))
suffit, qu’on peut obtenir avec une sphere d’homologie A (b; = 0) de di-
mension 3 et hyperbolique (b?) = 0). C’est encore plus simple si I'on se
satisfait d’exemples non acycliques ou avec de la torsion.

Apres ces préliminaires, voici le premier résultat général que nous obte-
nons dans [13] avec des sous-groupes non nécessairement normaux. On ne
connait pas d’autre preuve de cet énoncé. La suite considérée n’est, en
général, ni monotone, ni sous-additive.

Théoréme 2.18. Soit (I';);en une tour de sous-groupes d’indices finis de

I'. Pour tout entier n, la suite des nombres de Betti usuels normalisés
bn (T;\L)

(W)ieN est convergente.

Plus précisément, nous donnons une interprétation “dynamico-géométri-
que” de cette limite et nous montrons en quel sens le critere Farber (2.4)
est optimal, ce qui, on l'espere, clarifie sa signification. Pour cela, nous
considérons une construction associée a la donnée de la tour de sous-groupes
d’indices finis (T';);en de T et de laction (L,T) :

Pour tout entier positif ¢, on introduit espace de probabilité (X;, u;)
égal & ’ensemble (fini) des classes (& droite) I'/T"; de I’ modulo T';, que l'on
munit de la mesure de comptage normalisée. Les applications de réductions
successives X; 11 =T'/T;41 — X; = T'/T'; permettent de considérer I’espace
de probabilité limite projective

(X, p) :=limproji>o (X, pi)-

C’est un espace borélien standard. On peut le voir comme le bord (& I'infini)
d’un arbre enraciné. C’est aussi un espace topologique homéomorphe a un
espace de Cantor (si la suite des indices [I' : T';] tend vers l'infini). L’action
naturelle de T sur les X; fournit une action de T" sur (X, u), préservant la
mesure u. Cela ne dépend que de la tour.

L’action diagonale de T" sur X x L donne par passage au quotient une
lamination transversalement mesurée qu’on appelle une (L, T')-lamination :

L(X,L,T) :=T\(X x L).

Ses feuilles en sont les composantes connexes par arcs (lorsque L est conne-
xe). Chacune est isomorphe au quotient de L par le stabilisateur d’un point
de laction (X,T).

Les nombres de Betti /2 d'une telle lamination (pour la mesure trans-
verse provenant de p) ont été considérés par Gaboriau [52], notons-les
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Gn(X, L,T"). On peut les voir comme une version simpliciale des nombres
de Betti des feuilletages de Connes.

On est alors capable de donner un sens, en termes de laminations, au
membre de gauche “bg)(A\L, A\T)” de légalité (2.1) méme lorsque A n’est
pas normal : 8, (T'/A, L, T"). Et cette égalité reste valide. Plus généralement,
nous obtenons le résultat suivant, qui est central dans [13].

Théoréme 2.19. Soit (T';);en une tour de sous-groupes d’indices finis de
I'. Pour tout entier n,

o 0n (L)
Zlggo ﬁ = Bu(X, L, T).

ot B (X, L,T) est comme ci-dessus.

On dit que Paction (X, p, T') est libre si I'élément neutre est le seul élément
de I' & avoir un ensemble de points fixes de mesure non nulle. On a alors :

Théoréme 2.20. [52, Th. 3.11] Si laction (X, u,T) est libre, alors
Bu(X, L,T) = 0P (L,T).

Si les I'; sont normaux dans I' et d’intersection triviale, alors X hérite
d’une structure de groupe (profini), I est un sous-groupe et son action est
par multiplication & gauche dans X. Elle est alors libre et le Théoreme 2.19
se spécialise en le Théoreme de Liick. Quant au critere de Farber (2.4), il
signifie précisément que l'action est libre. En effet,

Proposition 2.2. Dans (X, u,T'), ’ensemble des points fizes de g € T est

ni(g)

de mesure exactement lim;_, o o
i

On doit observer que ni le Théoreme de Farber, ni notre Théoreme 2.19
ne fournissent une nouvelle preuve du Théoreme de Liick, puisque dans un
cas comme dans lautre, il s’agit d’adapter les arguments de [81].

Actions boréliennes non libres. Le Théoreme 2.19 décrit les limites
possibles des nombres de Betti normalisés dans les tours des revétements
finis. Un contrdle sur la combinatoire des tours de revétements finis est
donc imposé par laction (X,T") et la (L,T')-lamination associée. Il est na-
turel de chercher a comprendre ces actions par exemple dans le cas de nos
tours d’effeuillages. Nous ne savons pas calculer les limites possibles dans le
cas des tours d’effeuillages. Dans [13] nous obtenons néanmoins des restric-
tions sur les stabilisateurs des points pour des actions non libres (X, u,T),
préservant la mesure, d’un groupe dénombrable I" sur un borélien standard
de probabilité.

Les nombres de Betti 2 de (L,T') sont des invariants homotopiques,
si bien que lorsque L est p-connexe, les nombres de Betti [? de 'action
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bg? ) (L,T), pour n < p deviennent des invariants du groupe I' lui-méme. On
les appelle alors les nombres de Betti /2 de T' et on les note b2 )(F). Plus
généralement, J. Cheeger et M. Gromov [32] ont introduit les nombres
de Betti [? pour tous les groupes dénombrables discrets, méme ceux ne
possédant pas de K(I',1) & p-squelette fini. Dans [13], nous démontrons :

Théoréme 2.21. Soit (X, u,I') une action ergodique, préservant la me-
sure, d’un groupe dénombrable T' sur un borélien standard de probabilité
sans atome. Si bﬁ”(r) £ 0, alors
- ou bien I'(x), le stabilisateur de x dans T, est un groupe fini pour
u-presque tout © € X ;
— ou bien le premier nombre de Betti [2, b§2) (D(x)), est infini pour u-
presque tout x € X.

Si de plus, la relation induite par 'action de I' sur X est moyennable,
seul le deuxieéme cas est possible. Tandis que dans le premier cas, pour u-
presque tout z, les sous-groupes I'(z) sont conjugués deux a deux et il sont
presque normauz, au sens ou chacun n’a qu'un nombre fini de conjugués
distincts dans T'.

On I’a dit, ceci ne nous renseigne pas sur les limites possibles des nombres
de Betti normalisés dans le cas des tours d’effeuillages. Nous pensons d’ail-
leurs que de ce point de vue la considération des tours d’effeuillages n’ap-
porte rien et que I'on ne peut donc rien espérer de mieux que le Théoréme
2.14. Plutét que de considérer ’asymptotique des nombres de Betti norma-
lisés, il semble plus fructueux de considérer la norme L? normalisée de la
(classe de (co-)homologie associée & la) sous-variété totalement géodésique
autour de laquelle on effeuille.

Asymptotique de la norme L? d’une sous-variété géodésique. Soit
M une variété riemannienne complete de dimension n. On dit qu’une forme
w de degré n—1 et de carré intégrable est L2-duale & un cycle ¢ de dimension
[ dans M si pour toute forme fermée o de degré [ bornée et de carré

intégrable sur M,
/ aNw= / Q.
M c

On munit alors Pespace H;(M) de la seminorme suivante :

1EN @) = [lwllzz )

ou F est une sous-variété de M représentant une classe [F] € H;(M) et w
est la forme harmonique L?-duale & F dans M.

On peut mesurer la contribution d’une sous-variété totalement géodésique
a I'homologie d'une variété hyperbolique & I'aide de la seminorme [|.||(2).
Dans Vesprit du Théoréme de Liick, on s’intéresse dans [10] & I’évolution
de cette contribution dans une tour de revétement. Nous obtenons en par-
ticulier le théoreme suivant.
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Théoréme 2.22. Soit M = I'\H" une variété hyperbolique arithmétique.
Soit {T'y} la suite des sous-groupes principauz de congruence. On sup-
pose que la variété M contient une sous-variété (immergée) totalement
géodésique compacte de codimension 1

F = A\Hn_l — F\Hn.

Alors :
Fp = Ay \H" ! — T, \H",

ot A, = ANT,,, est une sous-variété totalement géodésique de codimension
un dans M,,, plongée pour m suffisamment grand et

||[Fm”|(2) moo F<ﬂ
—

2
UOZ(Fm) F(%)F<%1)

On obtient en particulier une nouvelle démonstration du Théoreme 2.1.

La preuve du Théoreme 2.22 se déroule en deux parties. Dans la premiere
partie, on construit la forme harmonique L2-duale & une sous-variété tota-
lement géodésique compacte F' dans une variété hyperbolique quelconque
M. Lorsque M est compacte cette construction est due a Kudla et Millson
[71]. On généralise cette construction dans deux directions : 1) la variété
M n’a plus besoin d’étre compacte (ce qui répond & une requéte de [70])
et, 2) on counstruit, en fait, la forme harmonique duale dans M & n’im-
porte quel cycle dans F'. Il s’agit en gros de prolonger une série de Poincaré
comme dans la construction décrite dans le cas des représentations de la
série discrete intégrable.

11 nous faut alors étudier la convergence de la suite des normes L? des
formes harmoniques duales a notre cycle dans M,,. On obtient en particu-
lier une condition spectrale sous laquelle cette suite converge vers la norme
L? de la forme harmonique duale & notre cycle dans la variété “tube” A\H".

La morale de cette premiere partie est que 'on peut tirer de certains
invariants L? de la variété “tube”, des informations sur les revétements
finis de M. Ceci correspond un peu au théoreme de Liick bien qu’il n’y
ait plus dans notre cas de nombre de Betti L2. Malheureusement, on ne
sait exploiter ces informations que sous une hypotheése spectrale technique
difficile & vérifier. Nous reviendrons sur celle-ci dans la partie spectrale de
ce survol, précisons néanmoins que celle-ci semble avoir de bonnes chances
d’étre vérifiée lorsque les variétés considérées sont de congruences.

La deuxieme partie est, quant a elle, consacrée a démontrer que sous
les hypotheses du Théoreme 2.22, ’hypothese spectrale sus-mentionnée est
satisfaite. Ceci découle d’'un résultat du “type Selberg”, di a Burger et
Sarnak [28] sur lequel nous revenons dans la partie spectrale du mémoire.

L’hypothese de codimension 1 dans le Théoreme 2.22 n’est utilisée que
pour pouvoir appliquer le résultat de Burger et Sarnak. Nous conjecturons
plus généralement le résultat suivant.
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Conjecture 2.2. Soit M = I'\H" une variété hyperbolique arithmétique.
Soit {T'y,} la suite des sous-groupes principaux de congruence. On sup-
pose que la variété M contient une sous-variété (immergée) totalement
géodésique compacte de dimension | > n/2

F=A\H < I\H".

Alors :
Fp = Ap\H' — T',,\H",

ot Ay, = ANT,, est une sous-variété totalement géodésique de dimension
l dans M,,, plongée pour m suffisamment grand et

[[Fn]ll2) moo 2 INC)
- 1 n—INp/ 2+i—n\"
\ vol(F,) vol(Sn=(H D) T(nzh)p(2E=n)

Nous verrons que cette méthode peut s’appliquer a des variétés locale-
ment symétriques plus générales. Il n’est cependant en général pas facile
d’obtenir un équivalent aussi précis. Le cas du groupe O(2,2) ~ SL(2,R) x
SL(2,R) est a ce titre intéressant, nous le traitons dans [12].

Retenons de ce paragraphe qu’il est plus fructueux de considérer I’asymp-
totique de la norme L? d’une sous-variété totalement géodésique donnée
que "asymptotique des nombres de Betti. Pour étudier ce probleme on est
amené & comprendre la cohomologie L? des variétés limites “effeuillées”
My (= A\H" dans les notations du Théoréeme 2.22).

Cohomologie L? des variétés limites “effeuillées”. Fixons G un
groupe de Lie réductif réel connexe de type non compact et de centre com-
pact. Soit 7 une involution sur G et soit H =~ G” la composante connexe
de l'identité du groupe des points fixes de 7. Nous supposons que G est
la forme réelle d’'un groupe de Lie complexe et notons K un sous-groupe
compact maximal 7-stable de G. L’espace symétrique X¢ = G/K est de
courbure négative. Soit A un réseau cocompact de H. Une variété limite
“effeuillée” est un quotient A\ X, nous nous intéressons donc a la coho-
mologie L? d'un tel quotient. Nous notons M = A\Xg et F = A\ Xg.

La variété M est riemannienne et complete. On note C5°(A"T*M)
(respectivement L2(A\" T* M), etc...) Pensemble des k-formes lisses & sup-
port compact (respectivement de carré intégrable, etc...) dans M. Le k-iéme
espace de cohomologie L? (réduite) de M est défini par

2

Hy (M) ={a € L(\*T*M) : da = 0}/dCg(/\ *"'T*M)

Un autre espace tres proche souvent considéré est ’espace de cohomologie
L? non réduite, qui, en degré k, est le quotient de {a € L2(/\k T*M)
do = 0} par {da : o € L2(N""'T*M), da € L2}, sans prendre
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d’adhérence. En général, cohomologie L? réduite et non réduite sont différen-
tes. Il y a néanmoins égalité en degré k lorsque 0 n’est pas dans le spectre
essentiel du laplacien A sur les formes différentielles de degré k. Dans la
suite, “cohomologie L?” voudra dire “cohomologie L? réduite”.

Il y a une interprétation de la cohomologie L? en termes de formes har-
moniques. En effet, notons H5 l'espace des k-formes harmoniques L? de
M :

HE(M) = {a € LQ(/\kT*M) ¢ da = da =0}

ou ¢ est 'opérateur défini initialement sur les formes lisses & support com-
pact comme l’adjoint de d. Comme M est compléete, H5(M) est aussi le
noyau L? du laplacien A = d§+&d. Un fait important est la décomposition
de Hodge-de Rham-Kodaira :

L*(N\*T*M) = HE(M) & dCge(\ ¥ 1T M) & 6Cg°(\ 1T+ M),

et de plus,

{a e L2(\*T*M) : da =0} = H5(M) & dCGo(/\ F-1T*M).

On en déduit que

HE(M) = HE(M).
Nous noterons C§°(A\G, A" p*) I'image de C°°(M, \* T* M) par I'applica-
tion naturelle consistant & tirée en arriere les formes différentielles. Toute
forme harmonique L? ¢ sur M définit donc un élément ¢ de

C5(A\G, \\ "p*) = Hom (/\ *p, C*(A\G; C)).

La formule de Matsushima se généralise & ce cadre (cf. [26]). L’espace
H; (M) se décompose en somme directe :

Hy(M) = €P Hs(r: M), (2.5)
ﬂ'E@o

olt nous avons noté Hj(m : M) la m-composante de la cohomologie L? de
M. Si R est le degré fortement primitif d’une représentation cohomologique
7 € G, I'espace HI'(m : M) est aussi la partie de la cohomologie L? de M
qui est représentée par des formes harmoniques dans

C5o (G N )5 (2.6)

le sous-ensemble de C5°(A\G, A" p*) constitué¢ des éléments de la forme
¢ =), 9 X; avec ¢; dans la composante isotypique C*(A\G)s de type 9,
l'unique K-type minimal de 7. Plus généralement, nous notons Hj (M)s la
partie de la cohomologie L? de M représentée par des formes harmoniques
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dans (2.6). Puisque le laplacien de Hodge-de Rham commute a la projection
sur les K-types, on a alors la décomposition

Hy (M) = @D H;(M)s. (2.7)
§

Nous notons 6* le K-type dual d'un K-type donné . La dualité
H3(M)s x Hy(M)s« — C (2.8)

est alors donnée par
(o, ) — / @A
M

D’un autre coté, 'opérateur * de Hodge induit un isomorphisme linéaire
H3(M)s = HES™(M)s-. (2.9)

On en déduit un produit scalaire sur Hj(M)s

(@1,802)H/ P1 N\ *pa.
M

Il s’agit de comprendre la cohomologie L? de M en termes de la co-
homologie (usuelle) de F = A\Xpy. Remarquons que F' est naturelle-
ment plongée dans M, par dualité elle définit une classe “(L2-)duale”
[F] € HJe~% (M) (qui peut étre nulle a priori). Dans [18] nous déduisons
(presque immédiatement) des travaux de Tong et Wang [110] le théoréme
suivant.

Théoréme 2.23. La classe [F] € HYS ™ (M) est non nulle si et seule-
ment si rangc(G/H) = rangq(K/(K N H)).

Lorsque M est hyperbolique réelle ou complexe, le Théoreme 2.23 se
spécialise en : la classe [F] € HIS~ % (M) est non nulle si et seulement
si dg > dg/2 (c’est exactement la raison de la condition ! > n/2 dans la
Conjecture 2.2). La topologie de ces variétés limites est toute concentrée
dans le coeur F', dans le cas hyperbolique (réel ou complexe) on peut étre
beaucoup plus précis dans le calcul de la cohomologie L2. I1 découle ainsi
des travaux [87] de Mazzeo et Philips le théoréme suivant.

Théoréme 2.24. Si M est hyperbolique réelle de dimension n et F de
codimension d, on a pour 0 < k < "7*1 l’isomorphisme naturel suivant :

HEY (M) = HF4(F).

Si de plus n est pair, l’espace H;/2 (M) est de dimension infini et applica-
tion naturelle H"?~4(F) — Hg/2(M) est injective.
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Alors que dans [16] avec Clozel, nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 2.25. Si M et F sont hyperboliques complezes de dimensions
complezes respectives n et n — d, on a pour 0 < k < n lisomorphisme
naturel sutvant :

HY(M) = HF24(F),

Alors que Uespace HY (M) est de dimension infini et que l’application na-
turelle H"~24(F) — HJ(M) est injective.

Dans [16] nous déduisons ce Théoreme (en fait une généralisation de
ce Théoreme au groupe U(p,q) sur laquelle nous revenons plus loin) de
travaux d’Ohsawa et Takegoshi [92]. Le Théoréme 2.25 peut maintenant
étre démontré plus directement, cf. Yeganefar [119].

Enfin, remarquons que Mazzeo et Philips démontrent bien plus que le
Théoreme 2.24 puisqu'ils identifient (en termes topologiques) la cohomolo-
gie L? d’une variété hyperbolique réelle géométriquement finie. Concluons
d’ailleurs par une description de la cohomologie L? des variétés hyperbo-
liques réelles ou complexes de volume fini qui découle donc de [87] et des
travaux de Zucker [123]. (On peut maintenant lire une démonstration de
ce théoréme en courbure variable dans [120].)

Théoréme 2.26. Soit M une variété hyperbolique (réelle ou compleze) de
dimension (réelle) n et de volume fini. Pour tout entier 0 < k < (n—1)/2,
on a alors l'isomorphisme naturel suivant :

HE(M) = H*(M).

Si de plus M est hyperbolique réelle et (n—1)/2 <k < (n+1)/2, alors on
a HY(M) = im(HF(M) — H*(M)), ot H*(M) désigne la cohomologie a
support compact de M.

Les Théoremes 2.24 et 2.25 décrivent les liens entre la cohomologie de
F et la cohomologie (L?) de la variété limite. On peut y penser comme
a des théoremes locaux qu’il faut maintenant globaliser pour relever des
classes de cohomologie d’une sous-variété totalement géodésique a la variété
ambiante. Avant de procéder a cela nous décrivons d’autres résultats locaux
ayant traits & la restriction (ou au cup-produit) de classes de cohomologies.

2.4 Restriction

Le probleme local mentionné ci-dessus est la possibilté pour la restriction
d’une représentation cohomologique de G a un sous-groupe H de contenir
(discretement) une représentation cohomologique. Ce probleme a été étudié
par différents auteurs citons notamment les travaux de Kobayashi [67],
Harris et Li [56] et mon article [11]. Plagons-nous tout d’abord dans un
cadre général.
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Restriction et séries discrétes. Soit G un groupe de Lie (réel) réductif
connexe a centre compact et avec un sous-groupe de Cartan compact. Le
groupe G possede alors une série discrete. Commengons par étudier le
probleme de la restriction des représentations de la série discrete de G
a un sous-groupe de G. Soit donc H un sous-groupe réductif connexe fermé
dans G. Supposons que l'intersection K = K N H d’un sous-groupe com-
pact maximal K de G soit encore un sous-groupe compact maximal dans
H. Le théoréme suivant se déduit immédiatement (cf. [18]) des travaux de
Li [75] et de Harris et Li, en particulier de [56, Proposition 1.2.3].

Théoréeme 2.27. Soit p une représentation unitaire irréductible de la série
discréte de G de plus bas K-type 7. Soit m une représentation de la série
discréte de H de plus bas K -type o. Supposons que le K™ -type o in-
tervienne dans la restriction de 7 & K. Alors, la représentation m est
équivalente a une sous-représentation irréductible de pp .

Restriction de représentations cohomologiques. Le probleme ana-
logue dans le cas de représentations cohomologiques est en général plus
délicat, il peut néanmoins étre ramené au Théoreme 2.27 dans un grand
nombre de cas & I'aide de la correspondance théta L? locale. Commencons
par quelques rappels a ce sujet.

Soit (G,G') une paire réductive duale irréductible de type I dans le
groupe symplectique Sp = Spa,(R) (nous renvoyons a l'article [58] de
Howe pour plus de précisions concernant cette terminologle) Soit 5?) le
revétement métaplectique a deux feuillet de Sp. Etant ~_donné un sous-
groupe E de Sp nous notons E son image inverse dans Sp Dans [75], Li
étudie la correspondance théta locale entre les représentations de la série
discrete de G et les représentations cohomologiques unitaires de G. Nous
exploitons maintenant les résultats (et méthodes) de Li pour faire corres-
pondre au Théoreme 2.27 un théoreme sur la restriction des représentations
cohomologiques.

Rappelons (cf. [58]) qu'une paire duale irréductible de type I est construite
comme suit. Soit D 1'une des trois algebres & division sur R (D est donc égal
a R, C ou H, l'algebre des quaternions), munie de son involution standard
*. (L’involution * est donc triviale dans le premier cas et est la conjugai-
son complexe (resp. quaternionique) dans les deux derniers cas.) Soient V
et V’ deux espaces vectoriels de dimension finie sur D équipés de deux
formes #-sesquilinéaires non dégénérées (.,.) et (.,.)’, 'une *-hermitienne
et Pautre x-anti-hermitienne. Soient G' et G’ les groupes d’isométries res-
pectifs de (.,.) et (.,.)". Alors (G,G’) est une paire duale irréductible dans
Sp = Span(R), ol

2n = dimg (D) (dimp V)(dimp V).

Nous supposerons toujours que la “taille” de G’ est inférieure a celle de G,
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a savoir que
dimD 1% 2 dimD VI. (210)

Nous notons enfin

SO(p,q) i G =0(p,q)
Gi=4 SU(p,q) siG=U(p,q) (2.11)
G sinon.

Considérons maintenant A4 une représentation cohomologique de G as-
sociée a une sous-algebre parabolique #-stable ¢ = [®u du complexifié g de
'algébre de Lie go de G. Posons I° = [N go. Nous considérons dans cette
section les représentations cohomologiques A, vérifiant la condition

1o gp, (2.12)

ott [, est une algebre de Lie compacte et g§ est du “méme type” que go, c’est
a dire isomorphe a ’algebre de Lie du groupe des isométries de (.,.)jy1, o
V1 est un sous-espace non dégénéré de V.

D’apreés [75, Theorem 6.2], il existe une représentation 7’ de la série
discrete de G’ telle que 7' admette un relevé théta non trivial au groupe
G : m, dont la restriction au sous-groupe G; C G soit précisemment la
représentation Ag.

Précisons un peu ce résultat en supposant G non compact. Soit (w,)) la
représentation de Weil du groupe S?) munie de sa structure unitaire. L’un
des deux groupes G, G’ est de type hermitien nous supposerons que c¢’est le
cas de G’. Soient K et K’ deux sous-groupes compacts maximaux respec-
tifs de G et G’ et M’ D G’ le centralisateur de K dans Sp. Puisque G n’est
pas compact, M/ =2 G’ x G’ et (K, M’) forme une paire duale dans Sp. Et
puisque K est compact, il est bien connu que comme représentation uni-
taire dans I’espace de Hilbert ), la restriction de w & K - M’ se décompose
en une somme directe ), 0; ® p; de représentations unitaires irréductibles

de K- M'. La correspondance théta est alors o; < p;. Cette correspon-
dance est connue et explicitée dans [75], chaque p; ainsi obtenue est une
représentation unitaire de plus haut poids de M'. Soit o le plus bas K -type
de la représentation 7. La représentation o intervient dans la correspon-
dance duale avec M'. Notons 0 ® p’ le facteur direct correspondant dans la
décomposition en irréductibles de la restriction de w a K- M'. Soit 7’ le plus
bas K-type de p’, vue comme représentation de K’ x K', 7' = 01 ® 03. La
restriction de 7 & la diagonale K’ C K'x K’ contient un facteur irréductible
o’ dont le plus haut poids est égal a la somme des plus hauts poids de oy
et 0o. La représentation o’ est précisemment le plus bas K’-type de 7’.
Suivant Kudla [69], nous dirons que deux paires réductives duales irréduc-
tibles et de type I (H, H') et (G, G’) dans le groupe symplectique Sp sont
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en balance (“see-saw”) si H C G et (donc) G’ C H'. Considérons deux
telles paires en balance, ce que nous représentons par le diagramme

Mettons d’abord en balance la paire (G, G') et la paire (K, M'). Puisque
K est compact, la correspondance de Howe L2 est _classique pour la paire
(K, M’), autrement dit la représentation o @ p’ de K - M' est équivalente &
une sous-représentation irréductible de la restriction de w a K-M'. En par-
ticulier la représentation p’ de M’ est é équivalente a une sous-représentation
irréductible de la restriction de w & M’. Une généralisation due a Li [75,
Theorem 4.1] du Théoréme 2.27 implique (puisque 1) p’ est une représenta-
tion unitaire de plus haut poids et 2) la restriction de w & G’ est for-
tement L?*¢) que la représentation 7’ de G’ est équivalente a une sous-
représentation irréductible de la restriction de p’ et donc de w & G La
représentation 7’ intervient donc dans la correspondance de Howe L2
D’aprés Howe [60, Theorem 6.1], la représentation 7 @ «/ de G - G’ est
alors équivalente & une sous-représentation irréductible de la restriction de
w & G- G’ et elle intervient avec multiplicité 1. La composante m-isotypique
Y(m) de la représentation unitaire (w, ) est isomorphe & 7 ® 7’ et coincide
donc avec la composante 7’'-isotypique Y (7).

On peut alors appliquer dans ce contexte une idée due & Howe [59]. Etant
données deux paires réductives duales irréductibles de type I (H, H') et
(G, G") en balance dans le groupe symplectique Sp et m < 7’ (resp. o < ¢’)
des représentations intervenant dans la correspondance de Howe L? pour la
paire (G,G’) (resp. (H, H')). Supposons que la représentation 7’ de G’ soit
équivalente a une sous-représentation irréductible de la restriction de o’ &
G’. La composante 7’-isotypique de V(o) est alors non triviale = Y(o@7’).
Mais G’ et H commutent dans Sp et donc

Y(@')(o) = Y(e@7') = Y(o)(r).

Puisqu’enfin Y(7') = 7 ® 7', la représentation o de H est nécessairement
équivalente & une sous-représentation irréductible de la restriction de 7 a
H et intervient avec la méme multiplicité que 7’ dans o’.

Revenons maintenant au cas ot G = U(n, 1) ou O(n, 1) et supposons que
G contient un sous-groupe H tel que H = U(n—r,1) ou O(n—r, 1), plongé
de maniere usuelle (stable par I'involution de Cartan) et avec 1 <1 < n.

Soient 7 une représentation unitaire irréductible de G et 7’ une représen-
tation unitaire irréductible de H. Par définition la multiplicité de 7’ dans
7 g est le plus grand entier m tel que 7|y contienne m sous-espaces irréducti-
bles 2 & 2 orthogonaux sur chacun desquels 'action de H est équivalente a
la représentation 7. Soit V' I’espace de la représentation m (c’est également
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I'espace de la représentation 7). Soit V' C V' le plus grand sous-espace
sur lequel I'action de H est équivalente & un multiple de ’. Soit 3 : V — V'’
la projection orthogonale correspondante. Soit K le sous-groupe compact
maximal de G et K = K N H. Notons V; (resp. Vj) le (g, K)-module
((h, K)-module) constitué des vecteurs K-finis de V (resp. K -finis de
V). On a alors une application naturelle

H*(g, K3 Vo) — H*(h, K75 Vp), (2.13)
obtenue en composant

H*(Q,K;V()) - H*(huKH;VO)

b KH V! (2.14)
ott la premiere application est obtenue en restreignant de (g, K) a (h, KH)
et la seconde est induite par la projection g : Vo — V.

Dans [11] (puis dans [18] suivant ’approche décrite ici) nous démontrons
les deux théoremes suivant concernant la restriction des représentations co-
homologiques respectivement dans le cas unitaire et dans le cas orthogonal.
Suivant 'approche décrite plus haut il suffit de considérer tour a tour les
groupes en balance suivants :

U(n,1) U(i,j) x U(i, )
| X | (,jeEN;i+j<n—r)
Ur)yxUmn-r1) Ui, 5)
et
O(n,1) Sp(2i,R) x Sp(2i,R)
| x | (€N < (n—1)/2).
O(r) x O(n—r,1) Sp(2i,R)

Théoreéme 2.28. Soient H =U(n—r,1) CU(n,1) = G ou linclusion est
Uinclusion standard et 1 < r < n. Soit (i,j) un couple d’entiers naturels
tel que i+ 7 < n.

1. La restriction ¢ H de la représentation cohomologique m;; de G
contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré
fortement primitif i 4+ j si et seulement si i+ j < n—r. Elle contient
dans ce cas la représentation cohomologique ﬂfj de H avec multipli-
cité exactement égale a 1.

2. Supposons i+j < n—r. Alors, Uapplication naturelle en cohomologie

H (g, K;m; ;) — HY (h, K, 7l) (2.15)

.3

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.
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Théoréme 2.29. Soient H =O(n—r,1) C O(n,1) = G ou linclusion est
Vinclusion standard et 1 < r < n. Soit i un entier naturel < n/2.

1. La restriction a H de la représentation cohomologique 7rii de G con-
tient (discrétement) une représentation cohomologique de degré for-

tement primitif i si et seulement si i < (n —r)/2. Elle contient dans
+,H
i

ce cas la représentation cohomologique
exactement égale a 1.

de H avec multiplicité

2. Supposons i < (n—r)/2. Alors, Uapplication naturelle en cohomologie
H'(g, K;m;) — H' (b, Km0 ) (2.16)

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Remarque. Le Théoreme 2.28 est essentiellement di a Harris et Li, c¢f.
[56, Proposition 1.4.2], leur démonstration utilise la nature hermitienne
du groupe U(n,1) ainsi que le rang 1, deux hypotheses superflues. L’ap-
proche que 'on suit ici est néanmoins tres fortement inspirée du §6 de [56].
D’aprés une communication personnelle de M. Harris peu apres la fin de
rédaction de leur article, Harris et Li ont d’ailleurs réalisés que I’on pouvait
suivre cette approche (la correspondance théta duale L?) pour démontrer
le Théoreme 2.28.

En considérant maintenant les groupes en balance

U(n,1) Sp(2i,R)
| X | (i € N;i <n/2),
O(n,1) U(@)
U(n,1) x U(n,1) U(l@+kj+1)
| X | (i, 4, k,leNyi+j+k+1<n)
U(n,1) U(i,j) x U(k,1)
et
O(n,1) x O(n, 1) Sp(2(k +1),R)
| X | (k,le Nk +1<n/2),
O(n,1) Sp(2k,R) x Sp(2l,R)

on démontre dans [18] les théoremes suivants.

Théoréeme 2.30. Soient H = O(n,1) C U(n,1) = G ou linclusion est
Vinclusion standard. Soit (i,7) un couple d’entiers naturels tel que i+j < n.
1. La restriction ¢ H de la représentation cohomologique m;; de G
contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré
fortement primitif i + j si et seulement sii ou j =0 et i+ j <n/2.
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2. Supposons par exemple j = 0 et ¢ < n/2, la représentation m; ¢
contient alors la représentation cohomologique W?’H de H avec multi-
plicité exactement égale a 1, et l'application naturelle en cohomologie

H"(g, K;mi0) — H' (b, K™ w1 (2.17)
est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Théoréme 2.31. Soient G = U(n,1) et (i, ], k,1) un quadruplet d’entiers
naturels tel que i + 5,k +1 <mn.

1. Le produit tensoriel des représentations cohomologiques m; ; et Ty,
de G contient (discrétement) une représentation de degré fortement
primitif i + 7+ k + 1 si et seulement si la somme i+ j+k+1<n.
Il contient dans ce cas la représentation cohomologique it j+1 de G
avec multiplicité exactement égale a 1.

2. Supposons i+ j+ k+1 < n. Alors, lapplication “cup-produit”
H (g, Ky 5) @ HY' (g, Ky ) — H™ (g, Ky migg i) (2.18)
est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Théoreme 2.32. Soient G = O(n, 1) et (k,1) un couple d’entiers naturels
<n/2.

1. Le produit tensoriel de deux représentations cohomologiques 7Tki et 7rli
de G contient (discrétement) une représentation de degré fortement
primitif k+1 si et seulement si la somme k+1 < n/2. Il contient dans
ce cas la représentation cohomologique 7T1f+z de G avec multiplicité
exactement égale a 1.

2. Supposons k +1 < mn/2. Alors, l'application “cup-produit”
Hk(g7K;ﬂ-]i;t)®Hl(gvK;ﬂ-li)_>Hk+l(gaK;7T]:gt+l) (219)

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Remarque. En ce qui concerne la 1-cohomologie le Théoreme 2.30 est
essentiellement démontré dans [11]. Dans ce cas special A. Valette m’a
indiqué la joli preuve qui figure dans cet article, il a par ailleurs de son
coté détaillé cette preuve et en a tiré des développements intéressants dans
[112].

Si on veut tirer des résultats (locaux) de cette section ou de la précédente
des résultats (globaux) sur la cohomologie des variétés hyperboliques (réelles
ou complexes) il faut les globaliser, c’est ce que nous détaillons dans la sec-
tion suivante.
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2.5 Propriétés de Lefschetz

Dans cette section nous nous intéressons aux variétés de congruence, c’est-
a-dire aux quotients (que nous supposons compacts, autrement dit G aniso-
trope) T\ Xg, ot T' C G(Q) est un sous-groupe de congruence. Une fois
donnés deux sous-groupes de congruence I'' C I' C G(Q), on obtient un
revétement fini

MXg — I\ Xg

qui induit un morphisme injectif
H* (N Xg) — H* (I"\X0)

en cohomologie. Les groupes de cohomologies H*(I'\ X¢) forment donc un
systéme inductif indexé par les sous-groupes de congruence I' C G(Q). En
passant & la limite (inductive) on définit

H*(Sh'G) = lim H*(T'\Xg). (2.20)
r

La notation ci-dessus provient de ce que lorsque I'espace X est hermitien,
on appelle variété de Shimura (connexe) l'espace topologique

Sh'G = lim I'\Xg. (2.21)

«—

r

Cet espace est en tout cas toujours bien défini et est un espace topologique
dont on peut considérer sa cohomologie de Céch et il est démontré dans
[101] que celle-ci coincide avec (2.20). Pour ce qui nous concerne, il sera
suffisant de considérer que H*(Sh°G) n’est qu'une notation pour la limite
inductive (2.20).

L’application de restriction et son application duale. Soit H C G
un sous-groupe réductif connexe défini sur Q. On suppose que

H(R) N K4 est un sous-groupe compact mazimal de H(R).  (2.22)

Alors la restriction & H de l'involution de Cartan 6 de G est une involution
de Cartan de H(R). On a une décomposition correspondante

b=ty ®pu (2.23)
avec pg = pnNh.

Considérons maintenant I' un sous-groupe de congruence sans torsion
de G(Q). Le quotient S(I') = I'\X¢ est une variété compacte et quitte a
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passer & un sous-groupe d’indice fini de I', on peut supposer que 'applica-
tion naturelle j : Sg(I'N H) — S(T') est injective. En passant & la limite
(inductive) sur les T, les applications j induisent ’application de restriction

res$y : H*(Sh°G) — H*(Sh°H). (2.24)

Pour simplifier la lecture mous utiliserons la notation Sh°H C Sh°G pour

résumer que H est un sous-groupe algébrique réductif, connexe, presque

simple modulo son centre compact et vérifiant la condition (2.22).
L’application duale a I’application de restriction induite par j

H*(Sg(CNH)) — H*(S())

induit, en passant & la limite (inductive) sur les T', 'application
G
N\ : H*(SK°H) — H*Te=4m (Sh0G) (2.25)
H

“cup-produit avec [ShOH]" (duale & (2.24)).

Nous aurons besoin de considérer également une modification de 'applica-
tion de restriction : l'application de restriction virtuelle. Expliquons sa
construction. Soit ¢ € G(Q) et considérons I'application naturelle j, :
(H(R) N g~ 'Tg)\Xy — I'\Xg. On obtient de cette maniere toute une
famille, parametrée par g € G(Q), de sous-variétés de I'\ X - les images
des applications j,. En cohomologie celles-ci induisent 'application de res-
triction virtuelle

H*(S(T)) = ] H*(Sul9)):
9eG(Q)

ot Sg(g9) = (H(R) N g~ 'T'g)\Xg, et Iapplication de restriction virtuelle
est déduite de la famille d’applications (j,). En passant a la limite (induc-
tive) sur les T', Papplication de restriction virtuelle induit ’application de
restriction virtuelle Resg :

Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H). (2.26)
9eG(Q)

Une Conjecture tirée de [11]. Dans [11] nous avons énoncé la conjec-
ture suivante et montré qu’elle pouvait étre déduite de conjectures clas-
siques sur le spectre automorphe des groupes semi-simples (Conjectures
d’Arthur) sur lesquelles nous revenons dans la partie spectrale du mémoire.

Conjecture 2.3. Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H =
O(k,1) (resp. U(k,1)) et G = O(n, 1) (resp. U(n,1)), ot n >k > 1 sont
des entiers. Alors,
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1. pour tout entier i < dg /2, Uapplication de restriction virtuelle

Resf; : H'(Sh°G) — [ H'(Sh°H
9eG(Q)

est injective ;

2. pour tout entieri < dg—dg /2, Uapplication “cup-produit avec [ShYH]”

/\ HY(Sh°H) — H'*tde—d1 (Sp0Q)
H

est injective.

Cette conjecture renvoie tres clairement aux Théoremes de Lefschetz
pour les variétés projectives, le role des sections hyperplanes étant joué par
les sous-variétés ShOH. Dans le cas unitaire il y a plus qu’une analogie : le
premier point de la Conjecture 2.3 auparavant conjecturé par Harris et Li
[56] et démontré pour ¢ = 1 (Oda [91]) et pour ¢ = 2 par eux-mémes, est
maintenant un théoreme de Venkataramana [113].

Théoréme 2.33. Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H =
U(k,1) et G = U(n,1), oun >k > 1 sont des entiers. Alors, pour tout
entier i < k, Uapplication de restriction virtuelle

Resf; : H'(Sh°G) — [[ H'(SK°H
9eG(Q)

est injective.

La démonstration consiste a penser a la réunion Uge(g)Su(g) comme a
un cycle diffus dans la variété kaehlérienne compacte S(I") duale & une forme
de Kaehler. Le Théoreme de Lefschetz fort pour les variétés kaehlérienne
s’applique alors et implique le Théoreme 2.33.

Il est surprenant que cette propriété “a la Lefschetz” doive encore étre
vraie dans le cas hyperbolique réel. La raison en est pricipalement que
son analogue local est le Théoreme 2.29. Le passage de ce Théoreme local
au premier point de la Conjecture 2.3 est (conjecturalement) rendu pos-
sible par un principe général dii & Burger et Sarnak [28]. Celui-ci affirme
que si une représentation irréductible unitaire m de G intervient dans la
représentation réguliere droite L?(I'\G) pour un certain sous-groupe de
congruence I' C G(Q) et si p est une sous-représentation irréductible de
la restriction de m a H, alors la représentation p est dans ’adhérence de
toutes les représentations intervenant dans les représentations régulieres
droites L?(A\H) avec A C H(Q) sous-groupe de congruence. Si de plus p
est isolée de toutes ces représentations, elle doit nécessairement intervenir
dans un L?(A\H), en suivant cette remarque précisée tour a tour dans [56]
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(par Harris et Li) et dans [11] et grace au Théoréme 2.29, il est alors possible
de réduire le premier point de la Conjecture 2.3 & une propriété d’isolation
pour les représentations cohomologiques. Nous revenons sur celle-ci dans
la partie spectrale du texte. Remarquons néanmoins immédiatement que
cette approche et le Théoreme 2.30 permettent de démontrer le théoreme
général suivant (c¢f. [11]) indépendamment démontré par Venkataramana.

Théoréme 2.34. Supposons fixées des données Sh°H C Sh°G avec H et
G quelconques. Alors, l'application de restriction virtuelle

Resf; : H'(Sh°G) — [ H'(Sh°H)
9€G(Q)

est injective.

Des cas particuliers de ce théoréme se trouvent dans [96]. Remarquons
qu'une variété hyperbolique (réelle) arithmétique de dimension # 3,7 est
associée a la donnée d'un Q-groupe qui, d’apres la classification de Tits
des groupes algébriques, peut étre plongé (comme Q-sous-groupe) dans un
groupe G de type U(n,1) obtenu, par restriction des scalaires, & partir
d’un groupe unitaire sur un corps de nombre totalement réel °. Il est alors
facile, a ’aide du Théoréme 2.34, de réduire la démonstration du Théoreme
2.8 (obtenu comme conséquence des travaux de Millson, Li, Li-Millson et
Raghunathan-Venkataramana) & celle du Théoreme 2.4, plus facile.

En suivant la réduction de [16, §10.2], le Théoréme 2.34 implique égale-
ment immédiatement de nouveaux résultats d’annulation du H' & partir
du Théoreme 2.5 :

Corollaire 2.5. Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction
des scalaires a partir du groupe des unités d’une algébre centrale simple
B = M,(D) sur une extension quadratique imaginaire E d’un corps de
nombre totalement réel, avec D algebre a division telle que son rang
réduit d sur E ne soit pas une puissance de 2 (par exemple d impair > 1).
Alors,

H'(Sh°G) = 0.

Les analogues locaux du deuxieme point de la Conjecture 2.3 sont évidem-
ment les Théoremes 2.24 et 2.25. Le passage (conjectural) de ces Théoremes
au deuxieme point de la Conjecture 2.3 s’inspire de la démonstration du
Théoreme 2.14 : il s’agit de former des séries de Poincaré a partir des classes
de cohomologie L? non triviale dans la variété limite effeuillée pour obtenir
des classes de cohomologies sur S(I') puis de montrer que quitte & monter
dans la tour d’effeuillage on peut supposer que cette classe est non triviale.

Plusieurs difficultés se présentent : la série de Poincaré ne converge que
si la classe de cohomologie L? considérée est L', ce qui n’arrive jamais pour

5Cette remarque est due & Raghunathan et Venkataramana [96].
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de la cohomologie & coefficients constants ¢, il faut avoir recours & un poids
comme dans les travaux de Kudla et Millson [70, 71] puis de Tong et Wang
[109] ; mais la série obtenue ne définit plus une forme harmonique, il faut la
projeter et il n’est plus immédiat que ce projeté finira par étre non nul en
montant dans la tour d’effeuillage. Cette derniere difficulté est contournable
lorsque ’on sait la représentation cohomologique correspondante isolée.
En suivant cette approche on peut bien évidemment redémontrer le cas le
plus simple de la Conjecture 2.3 correspondant au Théoreme de Millson, a
savoir que quitte a passer a un revétement fini, une sous-variété totalement
géodésique de codimension 1 représente une classe de cohomologie non
triviale (ce qui correspond au point 2 de la Conjecture 2.3 avec G et H
orthogonaux, k = n — 1 et ¢ = 0). Avec L. Clozel nous démontrons dans
[16], un premier cas non trivial de cette Conjecture dans le cas unitaire.

Théoréme 2.35. Supposons firées des données Sh°H C Sh'G avec H =
U(n—1,1) et G =U(n,1). Alors, Uapplication “cup-produit avec [Sh®H]”

: HY(Sh'H) — H*(Sh°G)

>0

est injective.

Remarquons que dans le méme esprit les Théoremes 2.23, 2.30 et 2.32
incitent a conjecturer les résultats suivants (qui eux aussi découleraient
donc d’une démonstration des Conjectures d’Arthur).

Conjecture 2.4. Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H =
O(n,1) et G=U(n,1), ot n est un entier > 1.

1. La projection de la classe [Sh°H] € H"(Sh°G) dans la partie primi-
tive de la cohomologie est non triviale si et seulement si n est pair.

2. Pour tout entier i < n/2, Uapplication de restriction virtuelle
Resf; : HO(SK°G) — [ H'(Sh°H)
9eG(Q)

est injective.

Conjecture 2.5. Supposons fivée une donnée Sh°G avec G = O(1,n).
Soient « et B deux classes de cohomologie de degrés respectifs k et | dans
H*(Sh°G) avec k +1< n/2. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que

g(a) A B #0.

6Ceci explique que les résultats de Tong et Wang [110] concernent la cohomologie &
coefficients tordus.
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Remarque. Lorsque n est pair, il est vrai comme prédit par la Conjecture
2.4, que la classe [Sh°H] € H"(Sh°G) est non triviale : & un niveau fini
on obtient effectivement le plongement Sy(I'N H) — S(T") d’une variété
totalement réelle dans une variété kaehlerienne compacte, la classe d’Euler
du fibré normal de Sy (I'NH) dans S(I") est donc envoyée par multiplication
par J (structure complexe de S(I')) sur la classe d’Euler du fibré tangent
a Sy (I'N H) qui est non triviale puisque n est pair.

Dans le cas hyperbolique complexe ’analogue de la Conjecture 2.5 est
connue, c’est un théoréme de Venkataramana [113] qui se démontre de la
méme maniere que le Théoreme 2.33.

Théoréme 2.36. Supposons firée une donnée Sh°G avec G* = U(1,n).
Soient a et B deux classes de cohomologie de degrés respectifs k et | dans
H*(Sh°G) avec k +1< n. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que

g(a) NB #0.

Cycles géométriques et correspondance théta. Le deuxieme point
de la Conjecture 2.3 (et donc aussi chaque cas particulier démontré, comme
le Théoréme 2.35) est une maniere de relever certaines classes de cohomolo-
gies d'un cycle géométrique a la variété ambiante. Une autre fagon de relever
des classes de cohomologies est fournie par la théorie de la représentation de
Weil et des fonctions théta pour les paires réductives duales, ¢’est ’approche
suivie par Li dans [76]. Dans une série de papiers Kudla et Millson (¢f. no-
tamment [70, 71]) d’un c6té et Tong et Wang [110] d’un autre, relient dans
certaines situations ces deux approches : ils interpretent en effet certains
relevés théta de formes autormorphes de maniere géométrique en termes de
formes harmoniques duales a des sous-variétés totalement géodésiques. Ceci
conduit a des relations intéressantes entre deux types de classes de cohomo-
logies pour les variétés hyperboliques (réelles ou complexes) arithmétiques,
et plus généralement pour les variétés arithmétiques associées a des groupes
unitaires ou orthogonaux. Si ’on ne s’interesse qu’aux conséquences sur la
non-annulation de certaines classes de cohomologie, on peut se référer au
survol de Tong [111]. Ceux-ci sont couverts par la méthode générale décrite
ici.

Croissance des nombres de Betti. Le Théoreme 2.15 implique qu’en
degré médian les nombres de Betti des variétés hyperboliques (réelles ou
complexes) croissent comme le volume. Il est naturel de chercher a détermi-
ner la croissance de tous les nombres de Betti. Dans le cas hyperbolique réel
la conjecture suivante est attribuée par Sarnak et Xue [102] & Gromov (qui
était motivé par de la cohomologie LP). Elle reste complétement ouverte
en dehors des cas triviaux n = 2 et 3.
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Conjecture 2.6. Soit S(I') = T\H" une variété hyperbolique compacte de
dimension n. Alors, pour tout entier naturel i < (n—1)/2 et pour tout réel
e > 0, il existe une constante C. telle que

bi(S(T)) < Covol(S(T))2/ (n=1+e,

Dans [118] Xue en rendant effectif le travail de Millson et Raghunathan
montre que la Conjecture 2.6 si vraie n’est pas tres loin d’étre optimale.

Théoréme 2.37. Soit T un réseau arithmétique standard de O(n,1). Pour
tout sous-groupe de congruence I'(p) et tout € > 0, il existe une constante
Ce > 0 telle que pour presque tout idéal q de p,

bi(S(I'(q)) = Cevol(S(I(q)))% <,

(n—1)(n—14) 2i
(n+1l)n  n-—-17

n-1y,

avec §; = pouri=1,...,["%5

Il serait intéressant de rendre les méthodes ci-dessus effectives pour
éventuellement améliorer le Théoreme de Xue. D’un autre coté, il semble
également intéressant de quantifier la Conjecture 2.5 pour éventuellement
y ramener la Conjecture 2.6 (qui en découlerait via le Théoreme de Liick
si l'on n’avait pas & translater par les opérateurs de Hecke). De la méme
maniere, il est naturel de chercher a déduire d’'une quantification du Théore-
me 2.36 'analogue suivant de la Conjecture 2.6.

Conjecture 2.7. Soit S(I') = I'\HE une variété hyperbolique complexe
compacte de dimension complexe n. Alors, pour tout entier naturel i < n
et pour tout réel € > 0, il existe une constante C. telle que

bi(S(T)) < Covol(S(I))¥/ ™+,

On renvoie également a l’article [121] de Yeung pour un certain nombre
de résultats autour des Conjectures 2.6 et 2.7.

Une méthode (due & Borel et Serre [24, §3.6]) pour minorer la croissance
des nombres de Betti dans les revétements de congruence d’une variété de
congruence consiste a minorer la dimension des représentations du groupe
de Galois du revétement correspondant. Plus précisemment, soit m = 7o, ®p,
mp une représentation automorphe (cuspidale) du groupe adelique G(A)
dont la composante archimédienne est cohomologique et non triviale. Soit
p tel que G(Q,) ne soit pas compact. Alors un argument classique utilisant
I'approximation forte montre que la représentation m, est de dimension
infinie (sinon 7, serait de dimension finie et donc triviale). Fixons alors
K = Hp K, un sous-groupe compact ouvert de G(Ay) tel que l'espace

des invariants WJIC( soit non nul et K, C G(Q,) compact ouvert. Etant
donné un entier m suffisamment grand, considérons la suite de sous-groupes
compacts K,, C K C G(Ay) donné par le produit K,, = K?K,(m), ou
KP? = KNJ[,4, G(Qu) et K,(m) est le sous-groupe principal de congruence
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de niveau m, i.e. le noyau de la réduction modulo p™. Soit I',,, (= T'(p™)) =
G(Q) N K, le sous-groupe de congruence correspondant dans G(Q). I
découle immédiatement de la formule de Matsushima que

dim(H (T, : 7o) > dim(r (™).

Il s’agit donc de minorer la croissance de ces invariants. Ceci est réalisé
par Howe et Harish-Chandra, c¢f. [95]. En utilisant ces idées on peut alors
comme Rajan et Venkataramana dans [98] démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.38. Soit G un groupe semi-simple sur Q dont les points réels
forment un groupe non compact. Soit ™ une représentation irréductible de
dimension infinie de G(R) qui intervient discrétement dans L?(I'\G(R))
pour un certain sous-groupe de congruence I'. Fizons un entier premier p
tel que G(Qp) soit non compact. Soit T'(p™) le sous-groupe principal de
congruence de niveau m dans I'. Alors, la multiplicité de m dans la partie
discréte de L2(T(p™)\G(R)) est minorée par une constante fois p™>, ou
D est la dimension moitié d’une orbite nilpotente non triviale minimale de
la représentation adjointe sur l’algébre de Lie de G.

Dans le cas de nos groupes hyperboliques et de leurs représentations
cohomologiques, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.6. Soit I' un réseau arithmétique standard de congruence
dans O(n,1) ou U(n,1). Pour presque tout p, il existe deur constantes
¢, > 0 telles que pour tout sous-groupe principal de congruence de niveau
m, T'(p™) C T,

bi(S(T(p™)) = evol(S(T(p™))) /™,

pouri=1,...,[%].

Remarquons qu’une minoration des nombres de Betti peut également
étre obtenue via la méthode du relevement théta (utilisée par Li [76] pour
démontrer le Théoréme 2.7 par exemple) : on les minore par la multipli-
cité de certaines représentations de la série discrete dans certains “petits
groupes” comme SL(2,R) pour le premier nombre de Betti des variétés hy-
perboliques réelles. Les résultats que 'on obtiendrait ainsi seraient moins
bons que le Théoreme 2.37, il serait néanmoins intéressant de combiner
cette idée avec la démonstration du Corollaire 2.6 pour tenter d’améliorer
le Théoréme 2.37 et/ou d’obtenir un théoréme analogue dans le cas hyper-
bolique complexe.

3 Spectre automorphe des variétés localement
symétriques
Dans cette section nous exposons les extensions plausibles, aux groupes

réductifs généraux et aux formes différentielles, de la Conjecture de Selberg
relative aux valeurs propres du laplacien opérant sur les courbes modulaires.
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Rappelons d’abord la Conjecture de Selberg. Soit I'(1) = SL(2,Z), et
I' ¢ T(1) un sous-groupe de congruence. Le spectre discret du laplacien
A dans P'espace des fonctions L? sur la surface S(I') = T'\H? est formé
des valeurs propres {0, (A,)n>1} ol les A, > 0 sont associées aux formes
paraboliques — ¢f. Iwanie¢ [62, p. 76].

Conjecture 3.1 (Selberg). A, > 1.

Quelques remarques. Il est facile de calculer le spectre (continu!) de A
dans L?*(H?) : il est égal & [+, +oo[. La conjecture est donc que le spectre
pour les formes paraboliques est contenu dans le spectre limite. Par ailleurs
lestimée A\, > i est en général fausse si I' C I'(1) est un sous-groupe, méme
arithmétique, qui n’est pas de congruence.

Rappelons la minoration connue a la suite des travaux de Kim, Shahidi
et Sarnak :

Théoréme 3.1 ([66]). A\, > 1 — (614)2.

Dans [19] nous démontrons par des méthodes élémentaires (suivant une
idée de Kazhdan, développée par Sarnak et Xue dans [102]) une minora-
tion uniforme bien moins bonne mais suffisante pour nombre d’applications
géométriques.

Considérons plus généralement un groupe simple G défini sur Q. Soit
I' C G(Q) un sous-groupe de congruence. L’analogue de I'\H? est alors
le quotient S(I') = I'\Xg. Soit toujours £¥(S(I')) l'espace des formes
différentielles différentielles lisses de degré &k sur S(I"). On sait que

EF(S(T) = Hompg (/\ *p, O=(1\G)).

Supposons d’abord G anisotrope, i.e., S(I') compact. On dispose alors
sur £F(S(T')) du laplacien de Hodge (positif) A, identifié & I'opérateur de
Casimir. On peut le considérer comme un opérateur non borné sur ’espace
S(kg) (S(T)) des formes L2. Son noyau est composé des formes harmoniques.

En général (si S(I') n’est pas compact), A définit encore un opérateur
auto-adjoint dans 8(’“2)(5’ (I")), dont le noyau est donné par les formes har-
moniques [26], mais qui va posséder un spectre continu. Rappelons que
I’espace Hé) des formes harmoniques est de dimension finie et a fortiori
fermé.

Question 3.1. Fizons G/Q, et k € [0,dg]. Si T parcourt l’ensemble des
sous-groupes de congruence de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme

e(G, k) > 0 du spectre de A dans l'orthogonal de H&)(S(F)) ?

Dans le cas cocompact, on cherche donc une minoration uniforme
A >e(Gk) (3.1)

sur les valeurs propres # 0 du laplacien A sur les k-formes. En général on
veut que le spectre de A dans (H?Q))J- soit contenu dans [e(G, k), +o0].
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3.1 Le cas des fonctions

Nous considérons d’abord le cas ot k = 0; on s’intéresse donc au spectre du
laplacien sur I'espace L(S(T')) des fonctions d’intégrale nulle sur S(T), T
étant un groupe de congruence. Si G = SL(2), une minoration est donnée
par le Théoreme 3.1 (Selberg avait déja obtenu la minoration A, > 1%)
Noter que dans ce cas A a aussi un spectre continu, mais ’on sait (incon-
ditionnellement) que celui ci est contenu dans [}, 00[ : ¢f. [62, p. 112].

Pour des groupes plus généraux, nous nous contenterons en général
d’obtenir des résultats qualitatifs, sans préciser la borne €. Ceci suffit pour
les applications géométriques. Néanmoins, il est important de remarquer
que les Conjectures d’Arthur sur le spectre automorphe permettent (conve-
nablement interprétées...) d’obtenir pour G donné les valeurs optimales
(conjecturales) des bornes inférieures £(G, k). Nous allons les préciser, par
la suite, pour les groupes associés aux variétés hyperboliques réelles et com-
plexes.

Revenons a un groupe G arbitraire. Pour k& = 0 et apres entre autres
travaux ceux de Selberg [104], Jacquet-Langlands [63] et Burger-Sarnak
[28], Clozel répond positivement dans [40] & la Question 3.1 en toute généra-
lité. Soit I' un groupe de congruence, et soit LZ(S(T)) I'espace des fonctions
d’intégrale nulle, i.e., 'orthogonal de H(()2)(S(F)) =C.

Théoreme 3.2. Fizons G/Q. Il existe alors e = e(G) > 0 tel que le spectre
de A dans L3(S(T)), pour tout sous-groupe de congruence I' relatif a G,
soit contenu dans [, +00].

Nous allons esquisser la démonstration [40], puisque les outils de celle-ci
sont & la base des résultats que nous décrivons ci-dessous. Notons L3(T'\G)
I'espace des fonctions L? d’intégrale nulle sur I'\G. C’est une représentation
de G; un argument évident montre qu’elle ne contient aucun sous-espace
isomorphe a la représentation triviale.

L’action triviale de G sur les constantes correspond & la valeur propre
A =0 de A. Nous voulons montrer qu’il existe un voisinage fixe (|[A| < ¢)
de 0 ne rencontrant pas le spectre de A — méme pour I variable. En termes
de représentations unitaires de G, le Théoreme 3.2 se reformule alors de
la maniére suivante (¢f. Théoreme 1.1) : il existe un voisinage V de la
représentation triviale dans G tel que, pour tout sous-groupe de congruence
T, le support de L3(I'\ X) soit disjoint de V.

Principe de restriction et démonstration du Théoréme 3.2. La
démonstration du Théoreme 3.2 repose sur une méthode introduite par
Burger et Sarnak qui permet de démontrer, pour un groupe G, une pro-
priété telle que le Théoreme 3.2 par réduction a un sous-groupe plus petit
pour lequel le Théoreme est déja connu.

Nous supposerons le groupe G simple (comme Q-groupe) dans ce pa-
ragraphe. On suppose que G n’est pas compact. Si I' C G(Q) est un
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sous-groupe de congruence, on peut considérer dans G le support de la
représentation L?(I'\G). On note G aus la cloture dans G de la réunion des
supports de L?(T'\G) quand T parcourt tous les sous-groupes de congruence
de G(Q). Noter que G Aut dépend donc de la Q-forme de G.

Soit H C G un sous-groupe, défini sur Q, et semi-simple. Les mémes
notions s’appliquent alors a H.

Par ailleurs, si 7 est une représentation irréductible de G, on peut la
restreindre a H et le support de 7|, dans H est bien défini. Burger et
Sarnak [28] démontrent le théoréme suivant :

Théoréeme 3.3 (Burger-Sarnak). Soient w € @Aut etreH. SiT appar-
tient au support de |, , T € Hays.

Puisque la représentation triviale 15 de G n’apparait pas dans L3(I'\ X),
la reformulation du Théoréme 3.2 en termes de théorie des représentations
équivaut par définition de Gyt a :

15 est isolée dans éAut. (3.2)

La démonstration du Théoréme 3.2 va reposer sur la méthode de Burger
et Sarnak. Nous utilisons la forme (3.2) du Théoréme. Supposons donné
un sous-groupe simple H de G tel que H(= H(R)) soit non compact et
que le Théoreme soit vrai pour H. Si celui-ci est faux pour G, on peut
trouver une suite m, € Gau (7, ¥ lg) telle que 7, — 1lg. Alors la
représentation triviale 1z appartient a I’adhérence de U Supp(7y,, ). Mais

n
si la représentation triviale 1g est isolée dans H Aut, €lle est nécessairement
contenue discretement dans Tp,,, Pour n>> 0. Ceci est impossible d’apres
un théoréme classique de Howe et Moore [61] si H n’est pas compact.

Nous devons enfin trouver — dans tout groupe Q-simple G — un sous-
groupe H pour lequel le Théoréme soit déja connu (et H non compact).

Nous renvoyons le lecteur & [40], puisque cette partie de argument n’a
rien a voir avec les questions abordées dans ce mémoire.

3.2 Représentations non isolées et réponses négatives
a la Question 3.1

Dans ce paragraphe et le suivant nous montrons en quoi les groupes SU(n, 1)
et SO(n,1) jouent un role particulier relativement a ces questions. Nous
voulons tout d’abord expliquer que la réponse a la Question 3.1 est négative
en général.

Considérons un groupe simple G anisotrope. Soit H*(S(T)) 'espace des
i-formes harmoniques. D’apres le Théoreéme 1.1, H*(S(I')) se décompose en
sous-espaces relatifs aux représentations irréductibles cohomologiques 7 de
G telles que 7 C L*(T'\G). Soit 7 € G une telle representatlon Supposons
de plus que 7 n’est pas isolée dans G. Soit donc T, € G une suite tendant
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vers m. De maniére presque immédiate (¢f. [16]) on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 3.4. Soient I' C G un sous-groupe de congruence, ™ une repré-
sentation cohomologique de G contenue dans L*(T\G) et m, — 7 dans G.
Si les représentations m, appartiennent a CAv'Aut, la réponse a la Question
3.1 est négative pour les degrés i tels que H'(g, K;m) # 0.

Pour un groupe donné, I’'étude de la Question 3.1 se divise donc en deux
questions :

Question 3.2. Décrire les représentations isolées dans G parmi les repré-
sentations cohomologiques.

Question 3.3. Pour G/Q donné, soit w € G une représentation cohomo-
logique non triviale et non isolée. La représentation 7 est-elle isolée dans
GAut U {71'} ?

Il existe une classe simple de représentations pour lesquelles les deux
questions ont une solution négative.

Rappelons que parmi nos groupes “hyperboliques”, SU(n,1) a toujours
une série discrete et SO(n, 1) a une série discrete si et seulement si n est
pair — ainsi, SO(2,1) =~ SL(2,R) a une série discrete alors que SO(3,1) =~
SL(2,C) n’en a pas. Une représentation m appartient a la série discréte
si, et seulement si, elle apparait comme sous-module discret dans L2(G).

Plus généralement, m € G est tempérée si elle appartient au support de
L?(G).

Théoréme 3.5 (Borel-Wallach). Soit 7 € G une représentation tempérée
et supposons que H*(g, K;m) # 0. Alors la cohomologie de 7 est concentrée
dans Uintervalle g — e, q+ €] ou q = dg/2 et e = 3(rangc(G) — range(K)).
Et réciproquement, chacun des degrés contenus dans |q — e, q + €] apparait
dans H*(g, K;7), ot 7 est une représentation cohomologique tempérée.

Soit maintenant 7 une représentation vérifiant les conditions du Théore-
me 3.5 telle que H'(g, K,V (7)) # 0. Alors 7 est tempérée et appartient
donc au “dual automorphe” (cela découle du Théoréme de Delorme
mentionné au §2.3) G Aut- Siw, — 7 et m, apparait dans la décomposition
(continue si G est isotrope) de L?(I",,\G) pour un groupe de congruence, la
valeur propre associée A, de  vérifie A, — 0, et apparait dans le spectre
(peut-étre continu) du laplacien A. On obtient donc le théoréme suivant.

Théoreme 3.6. Soit G arbitraire, et supposons que G n’a pas de série
discréte. Alors la réponse a la Question 3.1 est négative pour i €lq—e, q+e].

La démonstration a utilisé le Théoréeme de Delorme mentionné au §2.3.
Une autre approche est due a Burger, Li et Sarnak [27] qui montrent que
si H C G sont deux Q-groupes semi-simples et p € Hpyy alors le support
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de l'induite indgp est contenu dans @Aut. Cet article ne donne pas la
démonstration, qui est exposée dans [37]. Pour G isotrope (et H = {e},
p = 1), elle implique que 7 est limite de représentations dans le support de

L2(T,\G).

Exemple. Si G = SO(n, 1) avec n impair = 2m +1,ona ¢ = § =m+
e= %, et la cohomologie de 7 apparait en degrés {m, m + 1}.

)

N

3.3 Contraintes locales et contraintes automorphes

Nous revenons aux deux Questions (3.2 et 3.3) énoncées dans la section
précédente et nous allons décrire, en utilisant toute la force de la théorie
des représentations, deux cas opposés ou elles peuvent étre résolues.

La Question 3.2 a en fait été completement résolue par Vogan, dans
un article longtemps clandestin [115]. Sa solution est difficile, dans [20]
nous en donnons une démonstration “élémentaire” dans le sens que nous
n’utilisons rien de plus que la classification par Vogan et Zuckerman des
représentations cohomologiques. La Question 3.3 est encore plus profonde :
I'un des buts du livre [16] avec Clozel est d’expliquer comment, pour les
groupes associés aux espaces hyperboliques, sa solution est implicitement
donnée par les Conjectures d’Arthur.

Voici tout d’abord I’énoncé précis de la solution a la Question 3.2 qui est
donc un cas particulier d’un théoreme [115, Theorem A.10] de Vogan.

Théoréme 3.7. Soit T une représentation cohomologique comme au §1.3.
La représentation m est isolée dans le dual unitaire de G si et seulement
si le couple (G, q) a les propriétés suivantes.

1. Le groupe L n’a aucun facteur simple localement isomorphe ¢ SO(n, 1)
ou SU(n,1) (n>1).

2. Il n’y a pas de racine imaginaire non compacte dans I orthogonale a
TI(I).

Enoncons simplement deux corollaires (cf. [16, 18]) de ce Théoreme.

Corollaire 3.1. Si G = O(2,n) avec n > 3, et si une représentation
cohomologique Aq n'est pas isolée, la cohomologie de Aq n’apparait qu’en
degrés k > [%] Et si G = O(p,q) avec p,q > 3, et si une représentation
cohomologique Aq n'est pas isolée, la cohomologie de Aq n’apparait qu’en

degrés k> p+q— 3.

Corollaire 3.2. Si G = U(p,q) avec p,q > 2, et si Ay n'est pas isolée, la
cohomologie de Aq napparait qu’en degrés i > p+q — 2.

Il est clair que ces résultats ne laissent aucun espoir quant a la Question
local 3.2 pour nos groupes (de rang 1) hyperboliques. En revanche nous
allons voir que la Question globale 3.3 devrait dans ce cas admettre une
solution positive, d’apres les Conjectures d’Arthur.
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Parameétres d’Arthur. Soit G un groupe réductif réel, nous noterons
L@ le groupe dual et Wg le groupe de Weil de R, cf. [74, 22, 16].
Un paramétre d’Arthur pour G est un homomorphisme

¥ : Wg x SL(2,C) — L@ (3.3)
tel que
(i) Le diagramme
WR — LG
N\ Ve
Gal(C/R)

est commutatif.
(i) La restriction |gp,2,c) est holomorphe (= algébrique).
(#4i) L’image de 9|w;, est d’adhérence compacte.

On déduit de v un “parametre de Langlands”
oy Wr— La

vy (“” < "y a1 >) o

oll, pour w € W, |w| est la valeur absolue de I'image de w dans R*.

D’apres Langlands [74], le parametre ¢, définit une représentation de la
forme intérieure quasi-déployée G* du groupe G. Soit h une sous-algebre
de Cartan de g. Rappelons que le centre de 3 de l'algebre enveloppante
U(g) de g s’identifie & S(h)"W, W étant le groupe de Weyl W (g, h). Puisque
les groupes G et G* ont la méme complexification, le parametre ¢, définit
un caractére infinitésimal, i.e. un élément de h*/W (pour tout choix de
h). Dans [16], nous utilisons alors la formulation trés faible suivante des
Conjectures d’Arthur :

Conjecture 3.2. Si une représentation irréductible T de G apparait (faible-
ment) dans L*(T'\G) pour un sous-groupe de congruence, son caractére in-
finitésimal A, est associé a un paramétre d’Arthur @y,.

Dans le cas de nos groupes hyperboliques, nous montrons dans [16] les
deux propositions suivantes.

Proposition 3.1. Soit m une représentation unitaire irréductible de G =
U(n,1) telle que Homg (A" pT @ Np~,m) # 0 dont le caractére infi-
nitésimal est associé o un parametre d’Arthur. Alors soit la valeur propre
A de Uopérateur de Casimir dans H, vérifie :

A=[n—a—b?—[n—a—0b—2k?

poura<p,b<q (p—q) ~(a—b) € {~1,0,1} et 0 <k < [~ so0it
elle est > [n —p — q]%.
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Proposition 3.2. Soit m une représentation unitaire irréductible de G =
O(n,1) telle que Homg (N\'p,m) # 0 dont le caractére infinitésimal est
associé a un parameétre d’Arthur. Alors soit la valeur propre A de l'opérateur
de Casimir dans H, vérifie :

n—1 2 n—1 2
e 2]

pour un entier 0 < k < [251 — p|, soit elle est > [25L —p]Q.

La Conjecture 3.2 implique donc en particulier la conjecture suivante.

Conjecture 3.3. Soit G un groupe Q-algébrique de type hyperbolique.

1. Si G =0(2n,1), alors pour tout entier naturel i < n,

i 1
A1 (M X¢) > max(2n — 2i — 2, 1) > 0.

2. 51 G=02n+1,1), alors pour tout entier naturel i <n — 1,
MN(T\Xg)>2n—2i—1>0.
3. Si G="U(n,1), alors pour tout entier naturel i < n,
M (T\X¢) > max(4(n —i—1),1) > 0.

Ici N désigne la premiére valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur
les formes différentielles de degré i et I' est un sous-groupe de congruence
quelconque de G.

Une version “géométrique” affaiblie de la Conjecture 3.3 fournie une
réponse (conjecturale) optimale (d’apres le Théoreme 3.6) a la Question
3.1:

Conjecture 3.4. Soit G comme dans la Conjecture 3.8. Alors, pour tout
entier naturel 1 < dTG —1 il existe une constante strictement positive (G, 1)
telle que pour tout sous-groupe de congruence I' dans G,

A (M\Xg) 2 £(G,4).

La Conjecture 3.3 est bien str beaucoup plus précise, elle joue un role
analogue par rapport a la Conjecture 3.4 a celui que joue la Conjecture
de Selberg par rapport & la Conjecture T (démontrée par Clozel). Nous
pensons que la Proposition 3.1 est optimale, a contrario la Proposition 3.2
ne lest pas, dans [16] nous précisons d’ailleurs celle-ci dans le cas p = 0
(spectre sur les fonctions) ce qui nous permet de ramener a la Conjecture
3.2 la conjecture suivante due a Burger et Sarnak.
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Conjecture 3.5. Soit M wune variété hyperbolique de congruence de di-
mension n. Les valeurs propres du laplacien sur les fonctions de M appar-
tiennent a l’ensemble :

{0,n—2,2n —6,3n —12,...,(n — 1)?/4} U [(n — 1)*/4, +o0].

Au vu du Théoréme 3.7 nos groupes hyperboliques jouent un role par-
ticulier par rapport & ces questions, dans [20] nous précisons ce role. Nous
commengons par énoncer une réponse conjecturale complete a la Question

3.1:

Conjecture 3.6. Soit G un groupe semi-simple algébrique sur Q. Soit 7w
une représentation cohomologique comme au §1.5. La représentation 7 est
isolée dans

{7} U Gaut

dés que le sous-groupe de Levi L C G, associé a la sous-algebre parabolique
q, a un centre compact. C’est en particulier toujours le cas lorsque rangq(G)
= rangq(K), autrement dit lorsque G posséde une série discréte.

Nous conjecturons de plus que la Conjecture 3.6 est optimale au sens
faible suivant : le type réel de G étant fixé, il devrait exister une Q-forme
de G telle que la représentation cohomologique 7 soit contenue et non-isolée
dans Gayt.-

Dans [20], nous ramenons la Conjecture 3.6 aux Conjectures d’Arthur
(une version plus générale que la Conjecture 3.3). Nous en réduisons égale-
ment une grande partie a ’étude des groupes O(n, 1) et U(n,1). L’idée est
la encore d’utiliser un principe de restriction a la Burger et Sarnak. En ce
qui concerne nos groupes hyperboliques un tel principe était déja démontré
dans [16]. Commencons par introduire pour chaque réel strictement positif
€, 'hypothese H? sur le groupe G :

si A est dans le p — spectre automorphe de G, alors :

) Losoit A= (pg — k)® — (pg — i) avec k =0,...,pet i =
° kv"'ﬂ[pG]a

2. soit A > (pg — p)? — %

Ici pg = dG%M avec d = 1 dans le cas réel et d = 2 dans le cas complexe.
Remarquons que les Conjectures d’Arthur prévoient que, pour un groupe
G comme ci-dessus, chaque hypothése HF est vraie pour p < [pg]. Les
hypotheses HP sont donc des approximations aux Conjectures d’Arthur
pour le groupe G. Lorsque ¢ est suffisamment petit, ces approximations sont
en général plus précises que la Conjecture 3.3. Le principe de restriction
est alors le suivant :

Théoréme 3.8. Soient H C G deux groupes Q-algébriques comme dans la
Conjecture 3.3 et du méme type. Supposons que H vérifie U'hypothése HP
pour un certain réel € > 0 et pour tout entier naturel p < [py].
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Alors le groupe G vérifie les hypothéses HE

ve—pute Pour tout entier na-
turel p < [pu].

Ce principe et le théoréme suivant nous permettent dans [16] d’obtenir
une premieére réponse (positive) générale a la Question 3.1 dans le cas k = 1
et lorsque G =~ U(n, 1) (¢f. Théoréme 3.10 plus bas).

Théoréme 3.9. Si G est un groupe comme dans la Conjecture 3.8 avec
G =U(2,1), alors la Conjecture 3.4 est vraie pour G, avec e(G,0) = % et

e(G,1) = 2.

En fait ce résultat est essentiellement contenu dans Particle [56] de Har-
ris et Li. On en donne une preuve compléte dans [16]. Celle-ci utilise la
théorie des représentations, il s’agit d’abord d’exploiter les résultats de
Rogawski pour relever certaines représentations automorphes de G a des
représentations automorphes de GL(3) auxquelles on peut ensuite appli-
quer une estimée vers la Conjecture de Ramanujan démontrée par Luo,
Rudnick et Sarnak [84].

Les Théoremes 3.8 et 3.9 nous permettent de démontrer dans [16] le
théoreme suivant.

Théoréme 3.10. Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec
G =U(n,1) (et quelques conditions techniques supplémentaires sin+1 est
une puissances de 2), alors la Conjecture 3.4 est vérifiée par le groupe G
pour i =0 et 1, avec e(G,0) =2n — 1 et e(G,1) = 0211

Remarquons enfin (cf. [11, 18]) que la Conjecture 3.4 (et donc les Conjec-
tures d’Arthur) impliquent les Conjectures 2.3, 2.4 et 2.5.

Existence de valeurs propres exceptionnelles. Nous avons rappelé
au §3.2 que, dans [27], Burger, Li et Sarnak montrent que l'induction
préserve les duaux automorphes. En particulier le support de la représenta-
tion L?(H\G) (égale & I'induite de H & G de la représentation triviale de
G) est contenu dans le dual automorphe de G. A l'aide de la formule de
Plancherel pour les espaces hyperboliques, c¢f. Faraut [48], Burger et Sarnak
[28] montrent qu’en la supposant vraie, la Conjecture 3.5 est optimale.

Nous exploitons cette méme idée dans [7] pour donner un critére géomé-
trique d’existence de petites valeurs propres du laplacien sur les fonctions
dans un revétement fini d’une variété hyperbolique donnée.

Remarquons enfin que la Proposition 3.1 et la Conjecture 3.2 impliquent
une conjecture beaucoup plus forte que la Conjecture 3.3 pour tout groupe
G du type U(n,1). Nous pensons que cette conjecture est optimale dans le
méme sens que la Conjecture de Burger et Sarnak est optimale. La grande
différence est que nous considérons cette fois tout le spectre automorphe
et non seulement le spectre sur les fonctions. Bien que nous ne sachions
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pas montrer que cette conjecture est optimale, nous montrons dans [16] le
résultat suivant. *

Théoréme 3.11. Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction
des scalaires a partir d’un groupe unitaire sur un corps de nombres et tel
que G =U(n,1). Soient a,p, q, k des entiers vérifiant

~0<a<pqg<n;

-p—qe{-1,0,1};

S0<h< [2].
Alors, le dual automorphe @Aut de G contient une représentation unitaire
irréductible ™ de G telle que Homg (AP pT @ A\1p~,7) # 0 et dont la valeur
propre de Uopérateur de Casimir dans H, est égale a

(n —2a)? — (n — 2a — 2k)>.

Notre Conjecture 3.6 est la réponse (conjecturale) appropriée & la Ques-
tion 3.1 générale, elle semble a lors actuelle assez inaccessible. Remarquons
néanmoins que dans le cas des groupes unitaires U(p,¢) nous ramenons
celle-ci dans [16] & une conjecture de changement de base — généralisation
naturelle du travail de Rogawski [100] pour U(2,1) aux groupes U(p, ¢). Au
vu des récentes avancées de Laumon et Ngo concernant le lemme fonda-
mental pour les groupes unitaires, on peut donc espérer voir la conjecture
suivante démontrée dans un futur pas trop éloigné.

Conjecture 3.7. Si G =U(p,q), la réponse a la Question 3.1 est toujours
positive.

4 Cohomologie des variétés arithmétiques

Les variétés arithmétiques qui nous préoccupent ici sont principalement
celles associées & 1'un des groupes classiques O(p, q), U(p, q), Sp(p, q), GSp,
ou O*(2n). Commencons par décrire leurs représentations cohomologiques.

Le cas G = U(p,q). Soient p et g des entiers strictement positifs avec
p<qet

(-2 5) o5 4)e-(s 4)) w

ot A € Mpxp(C), B € Mpyq(C), C € Myxp(C) et D € Myyq(C). Le rang
réel de G est alors p et le sous-groupe

K:{g:<g‘ g>eG ; AeU(p),DeU(q)}

"1l est certainement posssible d’obenir un résultat optimal par relévement théta &
partir de groupes unitaires plus petits.
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est un sous-groupe compact maximal dans G.
Rappelons que la multiplication par ¢ = v/—1 induit une décomposition

p=ptaep.

L’algebre de Lie g est bien évidemment M, q)x(p+q)(C), et 'on voit ses
éléments sous forme de blocs comme dans (4.1). On a alors,

pt = {( oy ) avec BeMqu((C)}

P = {( o ) aveCCquxp(«:)}.

Soit E = CP (resp. F = C?) la représentation standard de U(p) (resp.
U(q)). Alors, comme représentation de K¢, p™ = £ ® F*.

Dans [14] nous avons paramétré les représentations cohomologiques de G
par certains couple de partitions. Rappelons qu’une partition est une suite
décroissante A d’entiers naturels Ay > ... > )\; > 0. Les entiers \q,..., )\
sont des parts. La longueur [(X) désigne le nombre de parts non nulles, et
le poids |A], la somme des parts. On se soucie peu, d’ordinaire, des parts
nulles : on se permet en particulier, le cas échéant, d’en rajouter ou d’en
oter. Le diagramme de Young de A, que ’on notera également A, s’obtient
en superposant, de haut en bas, des lignes dont 'extrémité gauche est sur
une méme colonne, et de longueurs données par les parts de A. Par symétrie
diagonale, on obtient le diagramme de Young de la partition conjuguée, que
I’on notera \*.

Le diagramme de Young de la partition A = (5,3, 3,2) et de sa conjuguée
sont donc :

[ ]

et

A A*

Soient A et pu deux partitions telles que le diagramme de p contienne A,
ce que nous noterons A C u. Notons p/A le complémentaire du diagramme
de A dans celui de p : c’est une partition gauche son diagramme est un dia-
gramme gauche. Dans la pratique les partitions A que nous rencontrerons
seront incluses dans la partition rectangulaire p X ¢ = (q,...,q) = (¢?), le

——
p fois
diagramme gauche p x ¢/ est alors le diagramme de Young d’une partition
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auquel on a appliqué une rotation d’angle 7 ; nous noterons \ cette parti-
tion, la partition complémentaire de A dans p X q. Par exemple, la partition
A = (5,3,3,2) est incluse dans le rectangle 5 x 5, et dans ce rectangle,
A= (5,3,2,2).

Nous dirons d’un couple de partitions (A, i) qu'il est compatible (compa-
tible dans p X q en cas d’ambiguité) si

1. on a la suite d’inclusion A C u C p X g, et

2. le diagramme gauche p/\ est une réunion de diagrammes rectangu-
laires p; X q;, ¢t = 1,...,m ne s’intersectant qu’en des sommets.

Les résultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman men-
tionnés plus haut affirment alors que I’ensemble des classes d’équivalences
de représentations cohomologiques de G est

{A(M\ 1) : (A, p) est un couple compatible de partitions},

ou

~J C sik=R:=\+|al=pg— X" piti,
Hk(g,K,A()\,,u)){ 0 sik-n Al + 1[4l = pg — > i, pig

et plus généralement

H*(g, K, A(\,p)) = H* (H U(pi +a:)/(U(p:) x U(fh))ﬁ) :
i=1

Ici U(p; + ¢;)/(U(p;) x U(g;)) est la grassmannienne des p;-plans dans
Cpritai

La représentation triviale correspond au couple (0,p X ¢) et le degré R
correspondant est évidemment égal a 0. On retrouve que la cohomologie qui
lui correspond est la cohomologie du dual compact X = U(p+q)/(U(p) x
U(q)) de X¢. Il est bien connu (¢f. [51] par exemple) qu’une base de celle-ci
est paramétrée par les partitions v C p X ¢. Notons {C, : v C p X ¢} une
telle base avec C(yx) (resp. C(x)) correspondant a la k-itme classe de Chern

du fibré tautologique (resp. quotient) au-dessus de la grassmannienne Xe.

Les représentations cohomologiques appartenant a la série discrete sont
celles qui vérifient 1 = A. Enfin, remarquons que le “type de Hodge” de
la classe de cohomologie fortement primitive de A(A,u) est (RT,R™) =
(|Al, |22]). Nous noterons H** la A(\, p1)-composante de la cohomologie de
degré R (composante fortement primitive).

Le Théoreme 3.7 implique qu’un certain nombre de ces représentations
sont isolées dans le dual unitaire de G. Il implique plus précisemment le
corollaire suivant (cf. [16]).

Corollaire 4.1. Soit (A, u) un couple compatible de partitions dans p X q
avec /A = (p1 X q1) * ... % (Dm X Gm ). Alors la représentation A(\, ) est
1solée dans le dual unitaire de G si et seulement si
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1. min;(p;, q;) > 2, et

2. st Ni=p; > N1 (i=1,...,p) alors pit1 = pi (ot nous adoptons
exceptionnellement ici la convention que Apy1 = plpy1 = —1).

On peut visualiser le point 2. : il signifie que A et p n’ont aucun angle
J ou r en commun. En particulier, les représentations A(\, i) telles que
A = p (qui sont exactement les représentations cohomologique de la série
discrete) ne sont jamais isolées.

Le cas G = O(p,q). Dans ce paragraphe G = O(p, q) et Go = SO(p, q)o,
ou p et g sont des entiers strictement positifs. Le rang réel de G est donc
min(p, q). On a

o~f=(82) (¥ %) (k 4} o

ot A€ Mpyp(R), B € Myyq(R), C € Myyxp(R) et D € Myyy(R). Et,

K{g<‘§ g>eG : Aeo(p),DeO(q)},

avec Ko = SO(p) x SO(q) la composante connexe de l'identité dans K.
L’involution de Cartan 6 est donnée par = — —!z. On a alors,

p:{(t% g) :BeMqu((C)}.

Soit E = CP (resp. F = CY?) la représentation standard de O(p,C) (resp.
O(q,C)). Alors, comme représentation de K¢, p = F ® F*.

Dans [18], et toujours & partir des résultats de Parthasarathy, Kumaresan
et Vogan-Zuckerman, nous montrons que I’ensemble des classes d’équivalen-
ces de représentations cohomologiques de G est alors

{A()\)i; . (A, A) est un couple compatible de partitions 8},

ou les signes £ et +5 correspondent au fait que pour nous une classe
d’équivalence de représentations cohomologiques correspond & une représen-
tation du groupe Gy et que certaines représentations A(A) du groupe G se
restreignent au groupe Gy en une somme de 2 ou 4 représentations (coho-
mologiques) irréductibles. On peut oublier tout ceci dans le reste du texte.

Remarquons qu’une partition orthogonale A\ vérifie que son diagramme
gauche associé 5\/ A s’écrit comme une réunion de diagrammes rectangu-
laires : (a1 X by)*...% (@m X bm) * (Do X q0) * (m X b)) * ... % (a1 X by). Les

8Nous dirons dorénavant d’une partition X telle que le couple (A, A) soit compatible,
qu’elle est orthogonale.
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groupes de (g, K)-cohomologie de A()\)i; se calculent alors de la maniere

suivante :
C sik=R:=|)\,
Hk(g,K,A()\)E)g{ 0 sik<R »

et plus généralement

H*(g, K, A1)
= H* 7 (O(po + 90)/(O(po) x O(q0)) [Ty Ulas + b:)/(Uas) x U(b:)),C).

Nous noterons H* la A(\)-composante de la cohomologie de degré R.
Dans ce cas le Théoréme 3.7 implique le corollaire suivant (cf. [18]).

Corollaire 4.2. Soit A C p x g une partition orthogonale avec 5\/)\ =
(a1 X by) * ... (@m X by) * (po X qo) * (@m X b)) * ... % (a1 X by). Alors
les différentes représentations A()\)if associées a A sont soit toutes isolées
dans le dual unitaire de SOq(p, q) soit toutes non isolées. Elles sont isolées
si et seulement si

1. min;(a;,b;) > 2, et
2. soit po,qo > 2 et po + qo = 5, soit pogo =0, et

3. X\ et \ nont aucun angle J ou r en commun.

Le cas G = Sp(p,q). 1l est similaire au cas des groupes unitaires. Rappe-
lons juste qu’en utilisant 'identification classique entre ’algebre des qua-
ternions H et C?, on a :

A 0 S 0
b — 0 B 0T A € u(p), B € u(q),
0= -5 0 A4 0 S € Sym(p,C), T € Sym(q,C) (~’
0O -T 0 B
0 M 0 X
M0 tX 0
poz O Y 0 _M . M,XEMqu((C)
tX 0 —-tM 0

Comme dans le cas unitaire [14] il n’est alors pas difficile de montrer que
I’ensemble des représentations cohomologiques de G est

A\ )i (A, ) est un couple compatible de partitions et
i i=0,1 (toujours =1si A, >0o0u s =q) ’

ou

~J C sik=R:=pg+|\+Ial=2pg—Y ", piti,
Hk(g,K,A(/\,,u)l) :{ 0 k<R rq | ‘ |/u‘| Pq Z_lpq
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et

C Sik:R::{ pg —prqr + A + |l

H*(g, K, A\, p)o) 2pq — 2p1q1 — Y i o DiGis

0 sik<R,

et plus généralement

Hk(g’ Ka A(/\’.u)l) = HkiR (H U(pz + QI)/(U(pl) X U(Qz))’ C) ’

=1

et
Hk(ga Ka A(Aa :U’)O)

= H" = (Sp(p1 + 1)/ (Sp(p1) x Sp(a1))
x [Tito Ulpi + ¢1) /(U (pi) x U(a:)), C).
Dans ce cas le Théoreme 3.7 implique le corollaire suivant.
Corollaire 4.3. Soit (A, ) un couple compatible de partitions dans p X q

avec /X = (p1 X q1) * ... % (pm X qm). Alors la représentation A(\, p);
(i =0,1) est isolée dans le dual unitaire de G si et seulement si

I. ;i1 21, p1+q1 >23,s1=0 et p1,q1 > 2, sinon,
2. ming>s(p;,q5) = 2, et

3. X\ et u nont aucun angle J o r en commun.

Le cas G = GSp,. Dans ce paragraphe G = GSp,, ol p est un entier
strictement positif. Rappelons alors que

ool (2 B)wmn w5, %), )

Et K est le groupe U(p) plongé dans G via I’application

k0
kb—>(0 tkl)'

Dans l'algebre de Lie complexe g, on a :

pt = {( 8 ? ) avec B € My, (C) symétrique}

et
pT = {( g 8 ) avec C' € Mpy,(C) Symétrique}.

Notons E = CP la représentation standard de U(p). Alors, comme représen-
tation de K¢, p™ = sym?(E). De la méme maniere, p~ = sym?(E*).

Nous dirons d’une partition A qu’elle est symétrique si A* = A. Remar-
quons que si (A, p) est un couple compatible de partitions symétriques dans



Cohomologie et spectre des variétés localement symétriques 67

p X p, le diagramme gauche p/\ est symétrique et s’écrit donc (a; X by) *
ook (@m X b)) * (po X po) * (b, X @) * ... % (b1 X a1) pour un certain m > 1
et des entiers a;, b; > 1 et pg > 0. Etant donné une partition symétrique
A C p X p, nous noterons A la partition (Af,...,A}) ot pouri=1,...,p

AT o= iz (4,4) €AY,
= max(0,\; —i+1).

Nous noterons \ le diagramme de Young C p x (p+ 1) obtenu en rajoutant
une case a chaque ligne intersectant la diagonale. Remarquons alors que
|| est nécessairement pair égal & 2|A*|. Si (), 1) est un couple compatible
de partitions symétriques C p x p dont le diagramme gauche associé /A =
(a1 X b1) * ... % (@m X b)) * (po X Po) * (b X @) * ... * (by X ay), nous
noterons enfin (u/A)* le sous-diagramme gauche égal & (pg x pg) * (by, X
am) * ... % (b1 X aq).

Les résultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman affirment
alors que I’ensemble des classes d’équivalences de représentations cohomo-
logiques de G est

{A(\ i) : (A, p) compatible et A, u symétriques},

ol
L[ C sik=R:=|X|+|a"],
N N EE T

et plus généralement

H*(g, K, A(\, )

S e (Sp(po)/U(po) X H U(G,i + b,)/(U(az) X U(bﬂ),@) .

i=1

Dans ce cas le Théoreme 3.7 implique le corollaire suivant.
Corollaire 4.4. Soit (A, 1) un couple compatible de partitions symétriques
dans pxp avec puf A = (a1 X b1) *...% (Qm X bp,) * (Po X Do) * (b, X @) % . . . %

(b1 X ay1). Alors la représentation A(A, p) est isolée dans le dual unitaire de
G si et seulement si

1. po > 2, min;(a;,b;) > 2, et

2. X\ et p nont aucun angle J ou r en commaun.

Le cas G = O*(2p). Dans ce paragraphe G = O*(2p), ou p est un entier
strictement positif. Rappelons alors que

oofom(2 B)evom (L o (2 )
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Et K est le groupe U(p) plongé dans G via l’application

k0
kH(O tk_l).

Dans I’algebre de Lie complexe g, on a :

pt = {( 8 g ) avec B € My, (C) antisymétrique}

et
p = {( g 8 ) avec C' € Mpy,(C) antisymétrique} .
Notons F = CP la représentation standard de U(p). Alors, comme repré-

sentation de K¢, pt = A%(E). De la méme manicre, p~ = A*(E*).
Etant donnée une partition symétrique A C p X p, nous noterons A~ la

partition (A;,...,A;) ot pouri=1,...,p
A= Hi>id (4,4) € A}
= max(0,\; —3).

Nous noterons A le diagramme de Young C p x p obtenu en soustrayant
une case a chaque ligne intersectant la diagonale. Remarquons alors que |5\|
est nécessairement pair égal & 2|\~ |.

Les résultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman décrits
plus haut affirment alors que ’ensemble des classes d’équivalences de repré-
sentations cohomologiques de G est

{A(A7,p7) : (A p) compatible et A, u symétriques},

ol
[ C sik=R:=|\|+a,
S S i A

et plus généralement

Hk(g7K7A()\_’/“’L_))
>~ {5 R (0(2po) /U (po) x TI-; Ulai +b;)/(U(a;) x U(b;)),C).

Dans ce cas le Théoreme 3.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.5. Soit (A, u) un couple compatible de partitions symétriques
dans px p avec p/A = (a1 X by)*. .. % (@m X b)) * (Do X Po) * (D X @) % .. %
(b1 x ay). Alors la représentation A(N~, u~) est isolée dans le dual unitaire
de G si et seulement si
1. po > 3, min;(a;,b;) > 2, et
2. st A et u ne sont pas tous les deux triviauz et n’ont aucun angle J
ou r en commaun.
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4.1 Théorémes d’annulation et de non annulation de
la cohomologie

La méthode la plus générale pour attaquer les Questions 1.1 et 1.2 passe
par de remarquables fonctorialités découvertes par Burger, Li et Sarnak
dans [27] et [28] :

1. Si H C G sont deux Q-groupes semi-simples et si p € H Aut alors
toute représentation dans le support de I'induite indgp appartient
au dual automorphe G .

2. Si H C G sont deux Q-groupes semi-simples et si 7 € CA}’Aut alors
toute représentation dans le support de la restriction )z appartient

au dual automorphe H Aut-

Commengons par exploiter la premiere fonctorialité en prenant pour p
la représentation triviale 15 de H. Alors ind%p = indG 1y = L2(H\G).
Toute représentation de la série discrete de H\G (i.e. toute représentation
intervenant discrétement dans la représentation L?(H\G)) appartient au
dual automorphe G Aut- Comme le remarquent Burger, Li et Sarnak, une
représentation cohomologique 7 isolée de G intervenant dans la série discre-
te de H\G pour un certain sous-groupe H comme ci-dessus intervient
alors dans la cohomologie (L?) de S(I') pour un certain sous-groupe de
congruence I' € G(Q). Dans [20] nous précisons un peu ce résultat : il n’est
pas difficile de vérifier qu’il suffit en fait que la représentation 7 soit isolée
sous la condition d = 0. Cette condition correspond a ce que la forme har-
monique correspondante soit isolée parmi les formes différentielles fermées.
Précisons cette définition. Soient (m,V:) une représentation irréductible
unitaire de G et V.X I'espace des vecteurs K-finis de la représentation 7 et

.= CY(m) = HomK(/\ip,VﬂK) % CHl(n) —....

le complexe calculant la (g, K)-cohomologie de 7. Une représentation coho-
mologique A, de G, de degré primitif R = R(q), est isolée sous la condition
d = 0 si elle est isolée de ’ensemble des représentations irréductibles uni-
taires telles que Im(dgr) = 0. Dans [20], nous caractérisons complétement
les représentations cohomologiques isolées sous la condition d = 0. et nous
montrons :

Proposition 4.1. Soit m une représentation cohomologique de G apparte-
nant a la série discréte de H\G. Supposons de plus 7 isolée sous la condi-
tion d = 0 dans @Aut. 1l existe alors un sous-groupe de congruence I' C
G(Q) tel que la représentation T intervienne discrétement dans L?(T\G).

Par ailleurs (et c’est la raison profonde derriere le Théoréme 2.23)
l'espace G/H posseéde une série discrete si et seulement si rangq(G/H) =
range(K/(K N H)), c¢f. [50]. Et dans ce cas il existe une représentation
cohomologique appartenant a la série discrete.
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Appliquées tour a tour aux couples (U(p,q—7)xU(r),U(p,q)), (O(p,q—
r)xO(r),0(p, q)), (Sp(p; g—7)xSp(r), Sp(p, q)) et (G(Spp—r x Spr), GSpy),
(O*(2p—2r) x O*(2r),0*(2p)), ces remarques impliquent les réponses par-
tielles suivantes & la Question 1.2, cf. [20].

Théoréme 4.1. 1. Soit G = U(p,q) avec p > 2. Alors la réponse a la
Question 1.2 est positive pour chacune des représentations
A((r?), (g =m)7)), 0 <r < q/2.

2. Soit G = O(p,q) avec p > 2. Alors la réponse a la Question 1.2 est
positive pour chacune des représentations A((r?)), 0 <r < q/2.

3. Soit G = Sp(p,q) avec p > 2. Alors la réponse a la Question 1.2 est
positive pour chacune des représentations A((0), ((¢ — 2r)P))g, 0 <
r<gq/2.

4. Soit G = Spp. Alors la réponse a la Question 1.2 est positive pour
chacune des représentations A((p",r?~"),p x q), 0 < r < p.

5. Soit G = O*(2p). Alors la réponse a la Question 1.2 est positive pour
chacune des représentations A((p",r?~ ") ,(pxq)"),0<r <p-—1.

Peter Sarnak m’a signalé que dans une suite & [27] encore en gestation,
Burger, Li et Sarnak applique cette méthode (sans la Proposition 4.1) &
I’étude des Questions 1.1 et 1.2 dans le cas des groupes exceptionnels, la
méthode ci-dessus donne les meilleurs résultats connus a lors actuel.

Revenons a I'étude des groupes classiques : dans ce cas la méthode la
plus efficace pour construire des formes automorphes et en particulier pour
répondre aux Questions 1.1 et 1.2 semble étre la formation de séries théta,
ou, en théorie des représentations, I'utilisation de la théorie du relevé théta.
Rappelons brievement comment celle-ci fonctionne.

Reléevement théta. Soit k& un corps de nombre totalement réel et soit
(D,1) une k-algebre & involution de 1'un des trois types suivants :

k, cas 1,
D = { une extension quadratique F/k, cas 2, (4.5)
une algebre de quaternion de centre k, cas 3,
et
id, cas 1,
1= ¢ linvolution de Galois de F/k, cas 2, (4.6)
I'involution standard, cas 3.

Soient V et V' deux espaces vectoriels de dimension finie sur D équipés de
deux formes sesquilinéaires non-dégénérées (., .) et (.,.)’, 'une 1-hermitienne,
Pautre 1-anti-hermitienne. Le k-espace vectoriel W = V ® p V' est alors na-
turellement muni d’une forme symplectique

() =trpm((,)@(,)")
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ot trp ), désigne la trace usuelle de D sur k. Notons Sp(W), G et G’
les groupes d’isométries respectifs de (.,.), (.,.) et (.,.)". Alors (G,G’) es
une paire réductive duale irréductible de type I dans Sp(W). Supposons le
groupe Sp(W) compact & toutes les places & I'infini de k sauf une et notons
Sp le groupe réel (non compact) en cette place. Nous noterons également
G et G’ les sous-groupes réels de Sp correspondants. Notons enfin 5/:1/) le
revétement métaplectique a deux feuillets du groupe symplectique Sp et G,
G’ les images inverses respectives de G et G’ dans Sp. Comme dans 'intro-
duction, et apres restriction des scalaires de k a QQ, nous pouvons parler du
dual automorphe de Sp. Traduits en ces termes, Howe montre, entre autres
choses, dans [58], que la représentation de Weil (ou représentation de 1’os-
cillateur harmonique) w du groupe :9;) appartient au dual automorphe de
5}3. Considérons maintenant deux représentations respectives 7 et 7’ de G
et G'. Les deux représentations 7 et 7’ sont dites duales pour la corres-
pondance 6 locale, noté n’ = 6(x), si la représentation 7 @ 7’ de G - G’
est_équivalente a une sous-représentation irréductible de la restriction de w
a4 G - G'. Dans [75], Li montre que si 7 est une représentation de la série
discrete de G “suffisamment réguliere” (cf. [75]) et si dimpV > dimpV’,
alors 7/ admet un relevé théta non nul & G. La représentation correspon-
dante m = 6(7’) est une représentation cohomologique explicitement décrite
dans [75].

Dans [76] Li vérifie que dans un grand nombre de cas la correspondance
est globale. Ce qui lui permet de démontrer le théoréme suivant (le groupe G
est toujours comme ci-dessus) en relevant des représentations appartenant
a la séries discrete de G'.

Théoréme 4.2. 1. Soit G = U(p,q). Alors la réponse d la Question
1.2 est positive pour chacune des représentations A(\, ), avec p/A
rectangle de périmétre > p + q.

2. Soit G = O(p,q) avec p+q pair. Alors la réponse a la Question 1.1 est
positive pour chacune des représentations A(N), avec A/ X rectangle de
périmetre > p+ q + 2.

3. Soit G = O(p,q) avec p + q impair. Alors la réponse a la Question
1.1 est positive pour chacune des représentations A((rP)), avec r <
ir+aq—2).

4. Soit G = Sp(p,q). Alors la réponse a la Question 1.1 est positive
pour chacune des représentations A(\, ), avec p/\ rectangle de
périmeétre > p + q.

5. Soit G = Sp,. Alors la réponse a la Question 1.1 est positive pour
chacune des représentations A(\, p), avec /A carré de coté > p/2.

6. Soit G = O*(2p). Alors la réponse a la Question 1.1 est positive
pour chacune des représentations AN, u~), avec u/A carré de coté
> (p+1)/2.
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La démonstration fait intervenir des théoréemes d’arithmétiques assez
fins, valeurs de fonctions L associées a des représentations automorphes
de groupes classiques, formule de Siegel-Weil...

Enfin remarquons que dans le cas des espaces hermitiens et concernant la
cohomologie holomorphe Anderson [3] répond positivement a la Question
1.2 en utilisant 1a encore la technique du relevement théta.

Dans [20] nous remarquons ? que lorsque la représentation 7 de G est une
représentation cohomologique isolée dans le dual automorphe, on peut di-
rectement déduire de la correspondance théta locale (c¢’est-a-dire au niveau
des représentations des groupes réels) une réponse positive a la Question
1.1 ou 1.2 pour la représentation . Il découle en effet de la deuxieme fonc-
torialité de Burger, Li et Sarnak que si la représentation 7 @ ' de G - G’
est équivalente a une /sgus—représentation irréductible de la restriction de la

représentation w € (Sp) Auts alors (dans notre situation) la représentation
reqG Aut (et 7’ € G’ Aut)- Si 7 est isolée dans G Aut, elle doit donc intervenir
discretement dans un L?(I'\G), pour I sous-groupe de congruence de G. Le
théoréme qui suit découle donc des travaux [75] de Li sur la correspondance
théta locale archimédienne et du Théoreme 3.7. Modulo la Conjecture 3.6
cette méthode “douce” (qui évite notamment le recours & de 'arithmétique
fine) permet de rédémontrer toutes les réponses partielles aux Questions
1.1 et 1.2 citées dans ce mémoire.

Théoréme 4.3. 1. Soit G = U(p,q) avec p > 2. Alors la réponse a la
Question 1.2 est positive pour chacune des représentations
A((rP), ((q — 8)?)), avec 1, s entiers naturels tels que r + s < g — 2.

2. Soit G = O(p,q) avec p > 2. Alors la réponse a la Question 1.1
est positive pour chacune des représentations A((r?)), avec r entier
naturel tel que 2r < min(q —2,p+ ¢ — 5).

3. Soit G = Sp(p, q). Alors la réponse d la Question 1.1 est positive pour
chacune des représentations A((0), ((¢ — r)P)o, avec r entier naturel
tel que r < q.

4. Soit G = Spp. Alors la réponse a la Question 1.2 est positive pour
chacune des représentations A((p", 7P~ "),px q), 0 <r <p-—2.

5. Soit G = O*(2p). Alors la réponse a la Question 1.2 est positive pour
chacune des représentations A((p",r?~")",(pxq)7), 0 <r <p—4.

Dans les Théoremes 4.3 et 4.2 le cas du groupe unitaire est spécial puisque
seule la Question 1.2 est résolue pour les représentations cohomologiques
considérées : il existe alors des réseaux arithmétiques provenant d’algebres
a division. Et la réponse a la Question 1.1 est négative en général comme
I'a montré Clozel dans [39] :

9 Apres que [20] ait circulé, Peter Sarnak m’a signalé que dans la suite (en gestation) de
[27], Burger, Li et Sarnak font la méme remarque et en tire des conséquences identiques.
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Théoréme 4.4. Soient p,q, s trois entiers vérifiant ¢ > p>2 et s < p. Il
existe un sous-groupe discret cocompact I' de G =U(p+q,p+ q) tel que la
représentation cohomologique A((sPT?)) de G n’intervienne jamais comme
sous-représentation de L*(I"\G) pour I" C T d’indice fini.

La démonstration de ce dernier théoréme repose sur les mémes idées que
celle du Corollaire 2.5. Le rang supérieur intervient néanmoins de maniere
essentielle : la propriété des sous-groupes de congruence doit étre vérifiée.
Un outil de la démonstration est I'injectivité de ’application de restriction
virtuelle en restriction a certaines composantes fortement primitives de la
cohomologie. Nous passons maintenant a I’étude de ces propriétés pour les
variétés de Shimura, i.e. lorsque 'espace symétrique est hermitien.

4.2 Restriction de la cohomologie d’une variété de Shi-
mura a une sous-variété de Shimura plus petite

La démonstration du Théoreme 2.33 consiste a penser a la réunion

Ugec(@)Su(9)

comme & un cycle diffus dans la variété kaehlérienne compacte S(T") duale
a une forme de Kaehler puis a appliquer le Théoreme de Lefschetz fort.

Plus généralement si Xy C Xg est un plongement holomorphe entre
deux espaces symétriques hermitiens, Venkataramana montre dans [113]
que ’application de restriction virtuelle Resg est injective en restriction
au sous-espace (fortement primitif) H?(4, ShOG) de la cohomologie
de Sh%G des que la multiplication par image de [XH] € H*(Xg) dans

H*(ShG) est injective en restriction & ce méme sous-espace H(A, :
ShoG).

Comprendre 'injectivité ou non de I'application de restriction virtuelle
passe donc par la compréhension de I'action de la cohomologie triviale
H*(1g : ShG) sur la cohomologie H*(Sh°G). C'est de I'algebre linéaire
délicate qui généralise la démonstration du Théoreme de Lefschetz fort.

Nous traitons dans [14] le cas des domaines hermitiens classiques. Dis-
tinguons différents cas.

Variétés de Shimura unitaires. Dans ce cas G = U(p,q) et le dual
compact )A(G est la grassmannienne des p-plans complexes dans (Cf+‘1. 11
est bien connu que l'on peut paramétrer une base {C,} de H*(Xg) =
H*(1g : Sh°G) par les diagrammes de Young v C p x ¢ : prendre les
classes des sous-variétés de Schubert de la grassmannienne.

Dans [122] Zelevinski définit une image entre une partition v C p x ¢ et
un diagramme gauche p/\ comme étant une bijection f entre les cases des
diagrammes v et /A telle que si une case A est au-dessus (au sens large) et
a gauche (au sens large) d’une case B dans 'un des diagrammes, les cases
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correspondantes (par f ou f=1) A’ et B’ de 'autre diagramme sont dans
I’ordre du numérotage inverse, i.e. le numérotage obtenu en parcourant les
lignes de droite a gauche de haut en bas. Zelevinski montre notamment que
le nombre d’images entre v et u/X est égal & ¢y, (nombre de Littlewood-
Richardson, cf. [51]).

Nous dirons d’une partition v C px q qu’elle s’inscrit dans un diagramme
gauche p/A si elle est une image d’un sous-diagramme gauche de g/ .

La proposition suivante [14, Proposition 11] est exactement le résultat
d’algebre linéaire recherché.

Proposition 4.2. Soient \, u et v trois partitions incluses dans p X q telles
que (A, 1) forme un couple compatible. Alors, pour toute classe fortement
primitive non nulle s € HM(Sh°G), C, - s # 0 si et seulement si la
partition v s’inscrit dans le diagramme gauche p/\.

A Tl'aide du critére de Venkataramana il n’est alors pas tres difficile d’ob-
tenir des criteres d’injectivité de ’application de restriction virtuelle aux
différentes sous-variétés de Shimura de Sh°G. On peut (cf. [14]) réduire
le probléme aux trois types suivants de sous-variétés de Shimura ShOH C
ShOG :

1. H=U(p1,q1) X ... X U(pm,qm) avec pj,q¢; > 1, p1+...+pm <pet

Qt-tam =g

2. H=GSpp et p=gq;

3. H=0*(2p) et p=gq.

C’est I'objet des deux théorémes qui suivent ainsi que d’une remarque finale
concernant le cas H = O*(2p).

Théoréeme 4.5. Soit SROH une sous-variété de Shimura de Sh°G avec
H =U(pi,q1) X --. XU@Pm,@m)s Pjs¢ = 1, p1+ ... +pm < p et 1+
coiF qm < q. Soient \ et p deux partitions incluses dans p X q telles que le
couple (A, p) soit compatible. Alors, l’application

Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
G(@

de restriction virtuelle est injective en restriction & H»*(ShG) s’il
existe une partition v image du diagramme gauche (p1 X q1)*. .. % (Pm X @m )
telle que U s’inscrive dans le diagramme gauche pi/\.

Rappelons que le sous-espace H**(Sh°G) apparait dans la cohomologie
holomorphe si et seulement si g = p X ¢q. La partition A est alors naturelle-
ment paramétrée par un couple d’entier (r,s) avec 0 <r <pet 0<s<gq
tels que

A=(q,...,q,8...,5)
—— ——

r fois p—r fois
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de diagramme de Young :

} T cases

~—

S cases

(Icip=4etqg=5.)

Dans ce cas (et pour souligner le fait qu'’il apparait dans la cohomologie
holomorphe) nous noterons H(™#):9(Sh°G) le sous-espace HM*(Sh°G) de
la cohomologie holomorphe de degré |A\| = rq + s(p — r) (remarquons que

il = 0).

Corollaire 4.6 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh®H une sous-variété de
Shimura de Sh°G avec H = U(p1,q1) X ... X U(Pm, qm), pj»q; > 1, p1 +

oot pm<petqg+...4+ qn < q. Soit (r,s) un couple d’entiers naturels
avecr < p et s < q. Alors, application

Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
G(Q)

de restriction virtuelle est injective en restriction a H™*)0(ShOG) si et
seulement si soit p1 +... +pyn =p, r =0 et s < g; pour chaque i, soit
@+ ..-+aqm=q, s=0 etr <p; pour chaque i.

On obtient de la méme maniere le théoréme suivant.

Théoréeme 4.6. Soit SR°H une sous-variété de Shimura de Sh°G avec
H = GSp, et p=q. Soient X et i deus partitions incluses dans p x p telles
que le couple (A, p) soit compatible. Alors, l'application

Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
G(G)

de restriction virtuelle est injective en restriction & H*(Sh°G) si la
partition v = (p—1,p—2,...,1) de diagramme de Young

|

p — 1 cases

s’inscrit dans le diagramme gauche /.

Et comme au-dessus, on en déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 4.7 (Clozel-Venkataramana). Soit Sh°H une sous-variété de
Shimura de Sh°G avec H = GSp, et p = q. Soit (r,s) un couple d’entiers
naturels avec r < p et s < q. Alors, l'application

Resf; : H*(Sh°G) — [[ H*(Sh°H)
G(G)

de restriction virtuelle est injective en restriction a H(T’S)*O(ShOG) si et
seulement si r,s < 1.

Dans le cas ot H = O*(2p), le critere d’injectivité de lapplication de
restriction virtuelle que I’on obtiendrait en suivant la méme méthode serait
vide, ou presque puisqu’il permet quand méme de retrouver le résultat
suivant de Clozel et Venkataramana :

Soit ShYH wune sous-variété de Shimura de Sh°G avec H = O*(2p) et
p = q. Alors, Uapplication

Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
G(@

de restriction virtuelle est identiquement nulle en restriction a la cohomo-
logie holomorphe de degré strictement positif.

On a une réciproque partielle au Théoreme 4.5, un critére d’annulation
de I’application de restriction.

Théoréme 4.7. Soient SR°H une sous-variété de Shimura de Sh°G avec
H = Hy x...x Hy, Hi = Upi,q:), pi@i > 1, p1+ ... +pm < pet
@+ ..+ qm < q. Soient X\ et p deux partitions incluses dans p X q telles
que le couple (X, p) soit compatible. Fixons pour chaque entieri=1,...,m,
un couple compatible de partitions (A;, ;) dans p; X q;. Supposons

A I
X1 A iy i

=0.

(Autrement dit, supposons soit que \ n'est pas une image du diagramme
gauche A1 * ... % Ay, soit que i n'est pas une image du diagramme gauche

fi1 %ok i)
Alors, la projection de l’image de l'application de restriction
res$ : HMV(ShOG) — HPHIM(ShOH)
dans la composante de Kiinneth

H " (SKOH)) @ ... @ H ™+ (ShYH,,)

est nulle.



Cohomologie et spectre des variétés localement symétriques 77

Concluons par une remarque et une application.

A la toute fin de son célebre article [4], Arthur pose la question de la pos-
sibilité de découper les espaces Hérim(ShOG), (0<i< dTG), en morceaux
identifiés a des sous-espaces de la cohomologie primitive en degré médian
Hgﬁr{f(ShOH ), attachés a des variétés de Shimura Sh°H de dimension dg
plus petite que dq.

Cette belle question motive une grande part de ces questions. On peut
penser a cette question comme & un analogue du Théoreme de Lefschetz
pour les variétés projectives. Dans son article Arthur propose des candidats
pour les variétés de Shimura Sh°H de dimension plus petite. Les groupes
H devraient étre des groupes endoscopiques. Il est naturel de se demander
si, comme dans le cas du Théoréeme de Lefschetz, on ne pourrait pas épuiser
une large part de la cohomologie en se restreignant a des sous-variétés de
Shimura. C’est 'objet des Théorémes ci-dessus qui impliquent que c’est
en tout cas le cas pour les variétés Sh°G, ot G = U(p,q) provient d’un
groupe unitaire sur un corps de nombre, et pour les petits degrés < 3p — 2
sip=gqet <p+qg—1sip<q. Remarquons néanmoins avec Venkatara-
mana que 1’on ne peut esperer répondre positivement a la question d’Arthur
simplement & coup de restriction & des sous-variétés de Shimura. On peut
plus généralement montrer le résultat suivant qui implique que les degrés
ci-dessus sont optimaux.

Proposition 4.3. Soit G = U(p,q) obtenu a partir d’un groupe unitaire
sur un corps de mombre. Il existe alors une classe de cohomologie (ho-
lomorphe) non triviale et de degré 3p —2 sip = q et p+q—1 si
p < q, dont la restriction virtuelle a n’importe quelle sous-variété de Shi-
mura Sh°H C ShYG soit nulle.

A partir d’une idée de Venkataramana, les Théoremes 4.5 et 4.7 per-
mettent de démontrer un cas particulier amusant de la Conjecture de

Hodge, cf. [14].

Théoréme 4.8. Soit G = U(p, q) obtenu a partir d’un groupe unitaire sur
un corps de nombre, avec 3 < 2p+1 < q. Alors, toute classe de Hodge dans
H?Pa=2P(ShOG) est algébrique.

Remarquons enfin que si la notion de classe de cohomologie fortement
primitive est définie de manieére transcendante, nous montrons dans [21],
avec Venkataramana et en utilisant la Proposition 4.2, que dans le cas des
domaines hermitiens classiques la partie fortement primitive de la cohomo-
logie est en fait définie sur Q.

Autres variétés de Shimura. Dans le cas orthogonal G = O(2,n) Ven-
kataramana montre dans [113] (toujours & 'aide du Théoréme de Lefschetz
fort) le théoréme suivant.
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Théoréme 4.9. Soit Sh°H une sous-variété de Shimura de Sh°G avec
G=0(2,n) et H=0(2,k). Alors,

Res : H'(Sh'G) — [ H'(Sh°H)
9geG(Q)

est injective pour tout i < k.

Dans les cas G = GSp, et G = O*(2p) la combinatoire de 'action de la
cohomologie triviale sur toute la cohomologie de Sh?G est élucidée dans
[14] toujours en termes de partitions.

L’analogue du Théoreme 4.5 n’est non vide que dans le cas de la coho-
mologie holomorphe et pour G = GSp,. Nos méthodes ne permettent donc
pas de démontrer de nouveaux résultats, nous retrouvons néanmoins un
résultat de Clozel et Venkataramana [36].

Le sous-espace H**(ShG) apparait dans la cohomologie holomorphe si
et seulement si y = p X p. La partition \ est alors naturellement paramétrée
par un entier » compris entre 0 et p tel que

A=(p,...,p,7y...,T)
—_—— ——

r fois p—r fois

} r cases

de diagramme de Young :

—~—
T cases
(Iei p = 4.)
Dans ce cas HM*(Sh°G) = H™~ T(T;1)>0(ShOG) et les espaces de coho-
mologie holomorphe sont triviaux dans tous les autres degrés.

Théoréme 4.10. Soit SKOH une sous-variété de Shimura de Sh°G avec
H=GSpy, x...xGSpp,,,pj > 1 etpr+...4+pm < p. Soit r un entiers
naturel < p. Alors, application

Resf; : H*(Sh°G) — [[ H*(Sh°H)
G(Q

s . o . . . N _r(r=1)
de restriction virtuelle est injective en restriction a H'™~ =2 9(Sh°Q)

si et seulement sip; +...+py, =petr=1.

Dans le cas G = O*(2p) nous renforgons des résultats antérieurs de Clozel
et Venkataramana.
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Théoréeme 4.11. Soit ShOH une sous-variété de Shimura de Sh°G. Alors,
Uapplication
Resf; : H*(Sh°G) — [[ H*(Sh°H)
(@

de restriction virtuelle est identiquement nulle en restriction a la cohomo-
logie holomorphe H*°(Sh°G).

Produits dans la cohomologie. Concernant le cup-produit dans la co-
homologie des variétés de Shimura, la question analogue au Théoréeme 2.36
se pose en général. Il existe la encore un critére de Venkataramana impli-
quant la méme conclusion que le Théoreme 2.36 lorsque 'on se restreint a
des classes fortement primitives. Il s’agit ici de considérer le produit avec la
classe [A] € H*(X x X) = H*(X)® H*(X) de la diagonale dans le produit
X x X.

Toujours a I’aide du Théoreme de Lefschetz fort, Venkataramana démon-
tre ainsi le Théoréme 2.36 et le théoréme suivant (dont certains cas parti-
culiers sont dus a Kudla).

Théoréme 4.12. Supposons fizée une donnée Sh'G avec G = O(2,n).
Soient a et B deux classes de cohomologie non triviales de degrés respectifs
k et | dans H*(Sh°G) avec k +1 < [n/2]. Il existe alors un éléments
g € G(Q) tel que

g(a) A B # 0.

Dans le cas G = U(p, q), de la méme maniere, la Proposition 4.2 nous
permet dans [15] de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.13. Soient (A, u) et (o, 8) deux couples compatibles de par-
titions. Supposons qu’il existe une partition v C p X q telle que

1. v s’inscrive dans p/\, et
2. U s’inscrive dans /.

Alors, pour toutes classes non triviales w€ HM*(ShG) et ne H*P(Sh°G),
il existe un élément g € G(Q) tel que

g(w) An #0.

Le Théoreme 4.13 implique immédiatement que si w et 77 sont deux classes
quelconques de degrés respectifs k et [ avec k+1 < p+q¢—1, la conclusion du
Théoreme est vérifiée. De plus, lorsque les classes w et 1 sont holomorphes
(= B = pxq), la condition nécessaire est en fait suffisante dans le sens que
si 1. ou 2. n’est pas vérifiée le cup-produit de w et de n est (virtuellement)
nul. On retrouve ainsi un résultat de Parthasarathy [93] et Clozel [34]. En
particulier, le produit d’une classe w € H")»*4(ShOG) par une classe
n € H@Px4(ShOG) est toujours (virtuellement) nul. De telles classes non
triviales apparraissent bel et bien dans la cohomologie de certaines variétés
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de Shimura Sh°G comme au-dessus, d’apres le Théoreme 4.2 (cf. aussi [3]).
La condition k +1 < p+ g — 1 est donc bien nécessaire.

Dans le cas des groupes GSp, et O*(2p) la combinatoire est plus restric-
tive, ces méthodes n’impliquent rien de plus que les résultats de Parthasara-
thy [93] et Clozel [40] selon lesquels le cup-produit de deux classes de co-
homologie holomorphes est toujours nul.

4.3 Restriction au niveau local et cohomologie L?
Restriction

Comme en rang 1, on peut s’interesser au probleme local de la restriction
d’une représentation cohomologique de G a un sous-groupe H. L’approche
générale décrite au §2.4 fonctionne toujours. En considérant tour a tour les
groupes en balance suivants :

U(p,q) U(i, ) x U(4, 4)
U(r)><U|(p,q—7‘) ’ U(Q,j)
et
O(p,q) Sp(2i,R) x Sp(2i, R)
O(r) x O|(p, q—r) g Sp(Q‘i, R)

nous montrons dans [18] les deux théorémes suivants.

Théoréme 4.14. Soient H = U(p,q—71) C U(p,q) = G ou Uinclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 <r < q. Alors, pour tout couple d’entiers
naturels (i,7) tel que i +j5 < q—r,
1. la représentation cohomologique A((iP),((q —r — j)P))u de H ap-
parait avec multiplicité 1 dans la restriction a H de la représentation
cohomologique A((iP), ((q — 7)P)) de G, et

2. Uapplication naturelle en cohomologie

HPRPI (g, K5 A((iP), (g — 5)P))) (4.7)
— B3 (, K A1), (g — 7 — )")n) '

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Théoréme 4.15. Soient H = SOy (p,q—7r) C SOy(p,q) = G ot linclusion
est Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour tout entier
naturel i < (g —r)/2,

1. la représentation cohomologique A((i?))% de H apparait avec multi-
plicité 1 dans la restriction a H de la représentation cohomologique

A((iP)) de G, et
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2. Uapplication naturelle en cohomologie
HP (g, K; A((%)) — H”' (b, K5 A(("))57) (4.8)
est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Nous pourrions traiter de la méme maniere les autres groupes classiques
ou d’autres plongements. Concernant les deux cas ci-dessus, nous conjec-
turons plus généralement les énoncés suivants.

Conjecture 4.1. Soient H=U(p,q—1) C U(p,q) = G ot linclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Soient A et p deux partitions
incluses dans p X q formant un couple compatible.

1. La restriction a H de la représentation cohomologique A\, u) de G
contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré
fortement primitif |\|+|f| st et seulement si la partition (rP) s’inscrit
dans le diagramme gauche /. Elle contient dans ce cas la représen-
tation cohomologique A(X\, u—(rP)) de H avec multiplicité exactement
€gale a 1.

2. Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche
w/A. Alors, Uapplication naturelle en cohomologie

HW (g, 15 AN ) — HPAE (g, K7 A 1= (7)) i)
est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Conjecture 4.2. Soient H = SO (p,q—1) C SOs(p,q) = G ot linclusion
est linclusion standard, 1 < p,q et 1 < 1 < q. Soit X\ une partition ortho-
gonale dans p X q.

1. La restriction a H de la représentation cohomologique A(X) if de G
contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré
fortement primitif |A| si et seulement si la partition (rP) s’inscrit
dans le diagramme gauche 5\/)\ Elle contient dans ce cas la repré-
sentation cohomologique A(A)if de H avec multiplicité exactement
€gale a 1.

2. Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche
5\/)\. Alors, Uapplication naturelle en cohomologie

HPN (g, K; ANE) — HPM(h, K AN )

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Remarquons enfin qu’en considérant les paires suivantes en balance dans
Sp2i(p+q) :
U(p,q) U(i)
| X
O(p,q) Sp(2i,R),

nous obtenons le théoreme suivant.
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Théoréme 4.16. Soient H = O(p,q) C U(p,q) = G ot Uinclusion est
Vinclusion standard, 1 < p,q. Alors, pour tout entier naturel i < q/2,

1. la représentation cohomologique A((i?)) de H apparait avec multi-
plicité 1 dans la restriction a H de la représentation cohomologique
A((iP)) de G, et

2. Uapplication naturelle en cohomologie
HP(g, K5 A((i%))) — HP' (0, K™ A((i7)) ) (4.9)
est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.
Nous conjecturons plus généralement I’énoncé suivant.

Conjecture 4.3. Soient H = O(p,q) C U(p,q) = G ou linclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q. Soient \ et pu deux partitions incluses dans
p X q formant un couple compatible.

1. Si la restriction & H de la représentation cohomologique A(X, ) de
G contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré
fortement primitif |\ + |ft] alors A\=0 ou p=p x q.

2. Supposons par exemple pn = p X q. Alors la restriction ¢ H de la
représentation cohomologique A(X) de G contient (discrétement) une
représentation de degré fortement primitif || si et seulement si la dia-
gramme est A est orthogonal. Elle contient dans ce cas la représenta-

tion cohomologique A(X) de H avec multiplicité exactement égale
1.

8. Supposons que la partition \ est orthogonale. Alors, l'application na-
turelle en cohomologie

HPO (g, 15 A(N) — HP (0, K75 AN ) (4.10)

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Produits tensoriels de représentations cohomologiques

La méthode générale du §2.4 s’applique également aux plongements dia-
gonaux respectifs

Ulp,q) CU(p,q) x U(p,q)

et

SOO(p7 q) C SOO(p7 q) X SOO(pa Q)

La considération des paires réductives duales en balance :

U(p,Q)TU(p,q) U(i+lT,j+l)
X
Up,q) Ui, ) x U(k,1)
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et

O(p,q) >|< O(p,q) Sp(2(k|+ 1),R)
X
O(p,q) Sp(2k,R) x Sp(21,R)

permet alors de démontrer les deux théoremes suivants.

Théoreme 4.17. Soit G = U(p,q), 1 < p,q. Alors, pour tout quadruplet
(4,4, k,1) d’entiers > 0 de somme i +j+k+1 < g,
1. la représentation cohomologique A(((i +k)?), ((¢—7—1)P)) de G ap-
parait avec multiplicité 1 dans le produit tensoriel des représentations
cohomologiques A((iP), ((¢ — 7)P)) et A((kP), ((¢ — 1)P)) de G, et

2. Uapplication “cup-produit”

HPYPI (g, K5 A((iP), ((g — 4)7)))
QHPEP (g, K; A((k?), ((q — 1)) (4.11)
— HPHR)pGHD (g K A(((i 4 K)P), (g — 5 — 1)P)))

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Théoréme 4.18. Soit G = SOy(p,q), 1 < p,q. Alors, pour tout couple
d’entiers > 0 de somme k +1 < q/2,

1. la représentation cohomologique A(((k + 1)P))* de G apparait avec
multiplicité 1 dans le produit tensoriel des représentations cohomologi-
ques A((P))* et A((IP))* de G, et

2. Uapplication “cup-produit”

HP* (g, I A((kP))*) @ HP (g, K3 A((17)) %)

— HPRHD (g K A(((k + DP)F) (4.12)

est un isomorphisme d’espaces de dimension 1.

Cohomologie L2

Le deuxieme aspect local que nous avons considéré dans le cas du rang 1 est
le calcul de la cohomologie L? des variétés limites “effeuillées”. Considérons
maintenant cette question dans le cas des groupes unitaires et orthogonaux.

Groupes unitaires. Dans ce paragraphe G = U(p, g+7). Et 'on suppose
fixée une donnée Sh°H C Sh°G avec H = U(p,q) plongé de maniere
standard dans G. Fixons A un sous-groupe de congruence sans torsion de
H et notons enfin M = A\Xg et F = A\Xy.

Soient (A, 1) un couple compatible de partitions C p x (¢+7). Conformé-
ment aux notations des sections précédentes nous notons Hj (M), =
H3 (AN p) : M) la A(\, p)-composante de la cohomologie L? de M, enfin
nous notons H;* (M) la partie fortement primitive Hé)‘HmI(M),\,H.

Dans [18], nous commengons par remarquer que le Théoreme 2.23 im-
plique le corollaire suivant.
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Corollaire 4.8. La classe [F] € HJe~ (M) (r2),(gry est mon nulle si et
seulement si dg > dg/2 (i.e. si et seulement si ¢ > r).

Nous conjecturons plus généralement le résultat suivant.

Conjecture 4.4. (Sous les hypotheses du Corollaire 4.8.) Si X et p sont
deuz partitions incluses dans px q formant un couple compatible avec p/\ =
(p1 X q1) * ... % (Dm X Gm), alors Uapplication

Al+pr+i

HM(F) — B ()

obtenue en composant Uapplication “cup-produit avec [F)” et la projection
sur la composante fortement primitive de la cohomologie L? de M est in-
jective si et seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme
gauche p/X (ie. sip1+...4+pm =p etr < g pouri=1,...,m). Son

image est alors contenue dans H;‘HTP)”L(M).

Dans [16] nous montrons le théoréme relié suivant.

Théoréme 4.19. Pour tout entier, k < q¢ — pr, on a lisomorphisme
naturel suivant :
H*(F) = HY?P" (M),

Groupes orthogonaux. Dans ce paragraphe G = O(p, ¢+ r). On sup-
pose fixée une donnée Sh°H C Sh°G avec H = O(p, q) plongé de maniere
standard dans G et A un sous-groupe de congruence sans torsion de H.
Notons enfin M = A\Xqg et F = A\Xy.

Soit A une partition orthogonale C px (g+r). Nous notons Hj (M))j\“’jEZ =
H;(A()\)if M) la A(A)if—composante de la cohomologie L? de M.
Nous notons plus généralement Hj (M), la somme directe de tous les
H; (M)i“’j[2 lorsque les signes +1 et +5 varient. Enfin nous notons H3 (M)
la partie fortement primitive H;\l(M )a-

Dans [18] nous déduisons du Théoreme 2.23 le corollaire suivant.

Corollaire 4.9. La classe de [F| € HQdG_dH(M)(Tp) est non nulle si et
seulement si dg > dg/2 (i.e. si et seulement si q > r).

De maniere analogue a la Conjecture 4.4 nous conjecturons :

Conjecture 4.5. Si \ est une partition orthogonale incluse dans p X q,
alors lapplication

HNF) — HYPT (M)

obtenue en composant Uapplication “cup-produit avec [F)” et la projection
sur la composante fortement primitive de la cohomologie L? de M est in-
jective si et seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme

gauche \/X. Son image est alors contenue dans Hz’\+(rp)(M).
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Dans [18] nous démontrons le théoréme relié suivant.

Théoréme 4.20. Pour tout entier, k < (¢q—pr—1)/2, on a l'isomorphisme
naturel suivant :
H*(F) — Hy P (M).

4.4 Propriétés de Lefschetz automorphes

Comme en rang 1, les résultats locaux du paragraphe précédent ont leurs
pendants globaux que nous rassemblons sous le nom de “Propriétés de
Lefschetz automorphes” et que nous étudions dans [18] dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Ceux-ci se déduisent des résultats lo-
caux ci-dessus suivant le méme procédé (bien que techniquement un peu
plus compliqué) que dans le cas du rang 1 et en utilisant les propriétés
d’isolations spectrales propres au rang supérieur décrites dans la partie
spectrale du mémoire. Nous obtenons en particulier les théoremes suivants.

Théoréme 4.21. Supposons fizées des données ShOH; C Sh°G (i =1,2)
avec Hi =U(p,q—1), Ho =U(p—1,q) et G =U(p, q) avec p,q > 2. Alors,
1. pour tout entier k < p +q — 1, Uapplication de restriction virtuelle
Resfy, xResfy, : H¥(ShG) — [[ H*(ShHy)x [[ H*(Sh°H,)
9€G(Q) 9€G(Q)
est injective ;

2. pour tout entier k <q—p—1 (resp. k <p—q—1), lapplication
“cup-produit avec [ShYHi| (resp. [ShYH3])”

G
/\ : H¥(Sh'Hy) — H*2P(SK°G)
Hy
G
(resp. [\ : H¥(Sh"H,) — H*T21(SK°G))
Hy

est injective.

Théoréme 4.22. Supposons firées des données Sh°H; C Sh°G (i =1,2)
avec Hy = O(p,q—1), Ho = O(p—1,q) et G = O(p, q) avec p,q > 3. Alors,

1. pour tout entier k < p+ q — 4, Uapplication de restriction virtuelle

Resf, xResf, : H*(Sh°G) — [[ H*(Sh°Hy)x [[ H*(Sh°Ha)
9€G(Q) 9€G(Q)

est injective ;
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2. pour tout entierk < (q—p —3)/2 (resp. k < (p —q—3)/2), Uappli-
cation “cup-produit avec [ShH] (resp. [Sh°Ha))”

G
N\ : H*(Sh°Hy) — H*P(ShOG)
H,

(resp. [\ : H*(Sh"Hy) — H*9(SK°G))
Hy

est injective.

Le cas des groupes O(2,n) (n > 3) est légerement différent nous obtenons
le résultat suivant.

Théoréme 4.23. Supposons firées des données Sh°H C Sh'G avec H =
02,n—1) et G=0(2,n) avec n > 3. Alors,

1. pour tout entier k < n — 1, application de restriction virtuelle
Resf; : H*(Sh°G) — ] H*(Sh°H)
9€G(Q)

est injective ;

2

2. pour tout entierk < [%] — 2, lapplication “cup-produit avec [Sh®H|

: H*(ShOH) — H*"2(Sh°G)

>

est injective.

En prenant k£ = 0 dans le point 2. des Théorémes 4.22 et 4.23 on retrouve
le résultat suivant di & Millson et Raghunathan [89] °.

Corollaire 4.10. Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H =
O(p,g—1) et G =0(p,q) avec 1 < p < q. Alors, la classe fondamentale de
ShYH est non triviale dans HP(Sh°G).

Les Théoremes 4.22 et 4.23 sont en particulier une vaste généralisation
de ce Corollaire. Le plus surprenant est peut-étre que mises bout a bout
les applications des points 1. et 2. impliquent une sorte de décomposition
de Lefschetz dans un cadre réel. Les Théoremes 4.21 et 4.22 permettent en
tout cas de comprendre géométriquement la facon dont certaines classes de
cohomologie apparaissent dans I’esprit du Corollaire ci-dessus. Il n’est pas
facile en général d’exhiber des classes de cohomologie non triviales dans les
variétés arithmétiques associées aux groupes orthogonaux. Lorsque celles-ci

10Pour g petit le Corollaire ne découle pas directement des Théorémes il faut travailler
un petit peu plus.
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proviennent de groupes orthogonaux sur des corps de nombres, le Corol-
laire ci-dessus permet de telles constructions. C’est d’ailleurs historique-
ment le premier résultat concernant ce probleme. Lorsqu’elles proviennent
d’autres constructions Raghunathan et Venkataramana ont remarqué qu’il
pouvait étre utile de les plonger dans des variétés arithmétiques associées
aux groupes unitaires. Le théoréeme suivant éclaire les relations entre leurs
groupes de cohomologie.

Théoréme 4.24. Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H =
O(p.q), G=U(p.q) et p,q = 3. Alors,
1. pour tout entier k < p + q — 3, Uapplication de restriction virtuelle
Res : H(Sh°G) — [ H"(Sh°H)
9eG(Q)
est injective ;

2. la projection de la classe [ShPH| € HPY(ShG) dans la partie forte-
ment primitive de la cohomologie est non triviale si et seulement si
pq est pair.

La encore le cas p = 2 et ¢ > 3 est 1égerement différent, nous montrons
le théoreme suivant.

Théoréme 4.25. Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H =
02,n), G=U(2,n) et n > 3. Alors,

1. pour tout entier k < [%] , Uapplication de restriction virtuelle

Resfy : H*(Sh°G) — [ H"(Sh°H)
9€G(Q)
est injective ;
2. la classe de ShOH dans H?"(Sh°G) est non triviale.

En prenant k£ = p dans les Théoremes 4.24 et 4.25 on obtient le corollaire
intéressant suivant 1.

Corollaire 4.11. Supposons fixées les données Sh°H C Sh°G avec H =
O(p,q), G =U(p,q) et 1 < p < q. Alors, lapplication de restriction vir-
tuelle

Res : HPO(Sh°G) — [[ HP(Sh°H)
9eG(Q)

est injective.

M Pour ¢ petit le Corollaire ne découle pas directement du Théoreme il faut travailler
un petit peu plus.
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De ce Corollaire et du Théoréme d’Anderson concernant la cohomolo-
gie holomorphe des variétés arithmétiques associées aux groupes unitaires,
nous déduisons le Corollaire suivant.

Corollaire 4.12. Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction
des scalaires a partir d’un groupe de type D, # 35Dy et n > 2, et tel que
G =0(p,q), avec 1 < p < q. Alors,

HP(Sh°G) # 0.

Par rapport aux Théoremes 4.2 (de Li) et 2.8 (de Li, Raghunathan et
Venkataramana et Li-Millson) ce résultat n’est nouveau que pour n = 3
et p > 1. La démonstration que ’on en donne ici permet de traiter tous
ces cas de maniere uniforme, notons que ce Corollaire reste vrai si G est
isotrope avec la méme démonstration.

Soit rg lentier définit au §1.3. Alors
H'(Sh°G) = 0, pour tout 0 < i < rq.

On a ainsi
D, G=GS,
i min(p,q), G =0(p,q), U(p,q)
6=\ p-1, G=0°()

2min(p,q), G = 5Sp(p,q).

Rappelons que dans le cas hermitiens l'existence d’une variété de Shi-
mura ShG avec H"¢ (Sh°G) # 0 est démontrée par Anderson [3]. En se
restreignant de U(p, q) & O(p, q) ou de U(2p,2q) & Sp(p, ¢), nos méthodes
nous permettent de completer légerement un résultat de Li [76] et d’en
donner une démonstration unifiée.

Corollaire 4.13. Soit G un groupe Q-algébrique provenant (par restriction
des scalaires) d’une algébre & involution (de type I, IT ou III) sur un corps
de nombre et tel que G = O(p,q) ou Sp(p,q). Alors,

H"¢ (Sh°G) # 0.

L’analogue de ce résultat est faux pour le groupe U(p,q) d’apres le
Théoreme 4.4.

Nous démontrons enfin dans [18] (et par des méthodes différentes) I’analo-
gue suivant du Théoreme 4.13 pour les groupes orthogonaux.

Théoréme 4.26. Supposons fizée une donnée Sh°G avec G = O(p,q),
avec p,q > 3. Soient a et 8 deuz classes de cohomologie de degrés respectifs
k et | dans H*(Sh°G) avec k +1< q+p — 3. Il existe alors un élément
g € G(Q) tel que

g(a) A B #0.

Précisons maintenant un peu plus ces résultats.
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Groupes unitaires. Le premier point du Théoréeme 4.21 découle du
Théoreme 4.5 un peu précisé :

Théoréme 4.27. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p,q). Soit SW°H C Sh°G avec H = U(p,q — 1)
plongé de maniére standard dans G. Soient \ et p deux partitions incluses
dans pxq formant un couple compatible avec /XA = (p1Xq1)*. . .*%(Pm X qm)-
Alors, l'application

HA,AL(ShOG) - H H'A‘+|ﬂ|(ShOH)

prim—+
9eG(Q)

obtenue en composant l’application Resg et la projection sur la composante

fortement primitive de la cohomologie de Sh°H est injective si et seule-

ment si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X\ (i.e. si

p1t...+pm =petr <gq pouri=1,...,m). Son image est alors contenue
A p—(rP 0

dans [] e HM ) (SROH).

Le deuxiéme point du Théoréme 4.21 est quant & lui démontré (avec
Clozel) dans [16]. Plus généralement nous conjecturons le résultat suivant.

Conjecture 4.6. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p,q + 7). Soit SW°H C Sh°G avec H = U(p,q)
plongé de maniére standard dans G. Soient A et u deux partitions incluses
dans pxq formant un couple compatible avec pu/\ = (p1Xq1)*. . .%(Pm X Gm ) -
Alors, Uapplication
A +pr+|
H/\,M(ShOH) _ H;‘)rilmir |”|(Sh°G)

obtenue en composant l’application /\f[ et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomologie de Sh°G est injective si et scule-
ment si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X\ (i.e. si

pP1t...+pm =petr < g pouri=1,...,m). Son image est alors contenue
dans H )1 (SHOG).

Groupes orthogonaux. Dans le cas des groupes orthogonaux et de
I’application de restriction nous déduisons de leurs analogues locaux les
théorémes suivants.

Théoréme 4.28. Soit G un groupe algébrique réductif, connezxe et anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p,q). Soit SW°H C Sh°G avec H = O(p,q — 1)
plongé de maniére standard dans G avec p,q > 2. Soit i un entier <
(g—r—2)/2 tel que p+q—1r —2i > 5. Alors, Uapplication

‘lq(ip)(‘svho(;)_> H H;)krim+(ShOH)
9geG(Q)
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obtenue en composant l’application Resg et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomologie de Sh°H est injective. Son image
est contenue dans [],cq () HO)(ShOH).

Théoréme 4.29. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p, q). Soit SWH C Sh°G avec H = O(p, q) plongé
de maniére standard dans G avec p,q > 2. Soit i un entier < (¢ — 2)/2 tel
que p+ q — 2i > 5. Alors, l'application

HY(sh'G) -~ ]
9eG(Q)

(Sh'H)

pr1m+

obtenue en composant ’application Resg et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomologie de Sh°H est injective. Son image
est contenue dans [],cq(q) HU)(ShOH).

Plus généralement et au vu de la Conjecture 4.2 nous conjecturons les
résultats suivants.

Conjecture 4.7. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p,q). Soit SW°H C Sh°G avec H = O(p,q — 1)
plongé de maniére standard dans G, 1 < p,q et 1 < r < q. Soit A\ une
partition orthogonale dans p X q. Alors, Uapplication

mNse)E — T B

pr1m+
9eG(Q)

(ShPH)

obtenue en composant l’application Resg et la projection sur la compo-
sante fortement primitive de la cohomologie de Sh°H est injective si et
seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche A\/X. Son

image est alors contenue dans [, cq (o) H’\(ShOH)if.

Conjecture 4.8. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = U(p, q). Soit SWH C Sh°G avec H = O(p, q) plongé
de maniére standard dans G, 1 < p,q. Soient X et p deux partitions incluses
dans p X q formant un couple compatible. Si l’application

M (SheG)E — T HY

beimy (SROH) (4.13)
9eG(Q)

obtenue en composant l’application Resg et la projection sur la composante
fortement primitive de la cohomologie de ShYH est non nulle alors A = 0
ou i =p X q. Supposons par exemple = p x q. Alors, Uapplication (4.13)
est injective si et seulement si la partition A est orthogonale. Son image
est alors contenue dans [, cq(q) H)‘(ShOH)E,

Concernant le cup-produit nous obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 4.30. Soit G un groupe algébrique réductif, connezxe et anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p,q), avec p,q > 2. Soient o et B deuz classes
de cohomologie appartenant respectivement o H*")(ShOG) et HV) (ShOG)
avec k+1<(q—2)/2 et p+q—2(k+1) > 5. I existe alors un élément
g € G(Q) tel que le projeté de

g(@) NB#0
dans H*+0" (ShOQ) soit non nul.

Plus généralement et au vu du Théoreme 4.18 nous conjecturons le
résultat suivant (qui généralise la Conjecture 2.5).

Conjecture 4.9. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotro-
pe sur Q tel que G = O(p,q), avec p,q > 1. Soient o et § deux classes de
cohomologie appartenant respectivement a H*")(Sh°G) et HW)(SKQ)..
Alors, il existe un élément g € G(Q) tel que le projeté de

gla)ANB#0

dans la partie fortement primitive de la cohomologie de Sh°G soit non nul
si et seulement si k+1 < q/2. Le projeté appartient alors o H*+D” (ShOG).

Enfin concernant les théorémes de relevement, nous montrons et conjec-
turons les résultats suivants.

Théoréme 4.31. Supposons fizée une donnée Sh°H C Sh°G avec H =
O(p, q) plongé de maniére standard dans G = O(p,q + r), avec p,q > 2.
Alors, pour tout degré k < min(p+q+r—rp—3, (¢—pr)/2—1), Uapplication
“cup-produit avec [Sh°H]”

G
N : H¥(ShOH) — H*P(ShOG)
H

est injective.

Conjecture 4.10. Supposons fizée une donnée Sh'H C Sh°G avec H =
O(p, q) plongé de maniére standard dans G = O(p,q + ). Si A est une
partition incluse dans p X q, alors l’application
Al+
H(ShOH) — HINHP(SKOG)
obtenue en composant 'application “cup-produit avec [Sh°H]” et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomologie de Sh'G est

injective si et seulement si la partition (r?) s’inscrit dans le diagramme
M. Son image est alors contenue dans H (") (Sh0@).
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4.5 Généralisations

Ces résultats se généralisent de fagon assez naturelle dans deux directions :
(1) lorsque les systemes de coefficients (de la cohomologie) sont non tri-
viaux, et (2) lorsque les groupes sont isotropes.

Coefficients tordus. Le cas (1) est relativement immédiat. Soit E une
représentation de dimension finie de G. La représentation E définit un
systeme local &€ sur tous les quotients I'\ X considérés dans cet article.
Supposons pour simplifier F irréductible. Toujours d’apres la théorie de
Vogan et Zuckerman, I'algébre graduée H*(ShG, £) peut étre décomposée
selon des représentations A4 (F) associées aux sous-algebres paraboliques de
g (voir [116]). Les résultats des sections précédentes se traduisent alors mot
a mot. Dans le cas de I"application “cup-produit avec [Sh?H]” il faut quand
méme penser & tordre la classe fondamentale [Sh®H]. Plus précisemment
et en se placant & un niveau fini I'; on considere toujours la sous-variété
(TN H)\Xp — I'\Xg, que 'on note CE. 11 s’agit alors de construire une
section s du fibré £x. Ce que réalisent Tong et Wang dans [110], dont on
peut également extraire la construction de la classe duale a (C{, s) dans
Hie=4m(T\ X, E). La reste se généralise immédiatement. Notons méme
que concernant les symboles modulaires les démonstrations se simplifient
dans nombre de cas ot la forme duale construite par Tong et Wang est L!.
On peut en effet alors former directement une série de Poincaré convergente
(sans avoir recours & un poids) et se passer de l'isolation spectrale. Ceci
explique les constructions par Tong et Wang de classes de cohomologie non
triviales (pour des systémes de coefficients non triviaux).

Groupes isotropes. Le cas (2) est plus délicat et trés intéressant. Consi-
dérons donc maintenant un groupe G isotrope sur Q. La cohomologie de
ShOG n’est plus naturellement reliée & la théorie des représentations, il
n’y a plus de décomposition de Hodge ou de Vogan-Zuckerman. Il est
dans ce contexte plus naturel de considérer la cohomologie L?, Hj (Sh°G),
ou encore la cohomologie cuspidale H} (Sh°G). L'espace Hy, ., (Sh'G)
est un sous-espace de H*(Sh°G) comme de Hj(ShG), celui des classes
représentées par des formes cuspidales (qui sont bornées et donc L?). Les
théories de Matsushima et de Vogan-Zuckerman s’appliquent a l’espace
H;(ShG). Le sous-espace H,. (Sh°G) hérite alors de la décomposition

cusp
de Vogan-Zuckerman.

Commengons par considérer I’application de restriction stable de G a H.
Soit wy, € H¥(m : T'). On peut montrer (cf. [18]) que la forme harmonique
w,, est bornée sur I'\ X . La restriction de la forme w,, via les applications
jg (g € G(Q)), aux sous-variétés (H N g~ 'T'g)\ Xy sont bornées et donc
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dans L2. L’application

Res$ y : Hy (ShOG) — [[ H3(Sh°H)
geG(Q)

est bien définie. Si de plus w, € HE (7 : '), un résultat de Clozel et
Venkataramana [36, Lemma 2.9] affirme que la forme JgWwe est rapidement
décroissante le long de (HNg~'Tg)\ X g, et définit en partlcuher une forme
cuspidale. L’application

l%esglsp7 H: cusp Sho H Cusp Sho )
9eG(Q)

est bien définie, elle est induite par la restriction de Resg H au sous-espace
cu::p (ShOG)

La question de l'injectivité des applications Resg g et Resglsp, g est
donc bien posée. Les techniques de [14] ne se généralisent pas au cas iso-
trope (non-compact), le Théoréme 4.27 avec Resg remplacé par Resg’: 7 ou
Resglsn g est ouvert. Il est par contre possible de suivre la démonstration
du Théoreme 4.28 dans le cas isotrope, cf. [18]. Remarquons finalement
que dans le cas unitaire, et en ce qui concerne la cohomologie holomorphe
I’application Resg o est bien comprise, d’apres les travaux de Clozel et
Venkataramana [36].

Considérons maintenant 1'application “cup-produit avec [Sh°H]”. La
seule étape qui utilise de maniere cruciale le fait que G est anisotrope
est la démonstration des Théoremes 4.19 et 4.20. La généralisation de ce
résultat au cas isotrope semble nécessiter des idées nouvelles ou a tout
le moins une description plus fine de la géométrie a l'infini des variétés
limites effeuillées. On peut néanmoins appliquer notre méthode aux sym-
boles modulaires. Dans un preprint récent [107], Speh et Venkataramana
démontrent que si Sh°H C Sh°G avec H = U(1,q), G = U(1,q+r) et
r =1 ou 2, alors la classe [Sh®H] est non triviale dans H*(Sh°G) et en-
gendre sous 'action des opérateurs de Hecke un espace de dimension infini.
Ils montrent en fait la non trivialité de la projection de la classe [ShH]|
dans la cohomologie triviale. De maniere complémentaire notre méthode
permet de démontrer (au moins lorsque r = 1) la non trivialité de la pro-
jection de [ShYH] dans la cohomologie fortement primitive. Nous montrons
plus précisément le théoreme suivant.

Théoréme 4.32. Supposons firées des données Sh°H C Sh'G avec H =
O(1,q) (resp. = U(1,q)), G = O(L,g+1) (resp. U(L,q+1)) et g > 2
(resp. ¢ > 1). Alors, la projection de la classe [Sh°H] dans la composante
fortement primitive de Hj(Sh°G) est non triviale et le sous-espace en-
gendré par ses translatés de Hecke est de dimension infini. En particulier,
la classe [ShOH| est non triviale dans H*(ShG) et engendre sous 'action
des opérateurs de Hecke un espace de dimension infini.
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Groupes généraux. Il n’y a évidemment aucune raison autre que tech-
nique pour restreindre ’étude des propriétés de Lefschetz automorphes au
cas des groupes unitaires ou orthogonaux. Concluons alors ce mémoire par
deux conjectures (peut-étre un peu optimistes et ambitieuses) qui décrivent
les propriétés de Lefschetz automorphes auxquelles on s’attend pour des
groupes généraux.

La premiere conjecture concerne ’application de restriction stable. Elle
est motivée par les Théorémes 4.27 et 4.28, Particle [14] et (surtout) par un
résultat général de Venkataramana [113, Theorem 6] dans le cas hermitien.
Nous avons besoin de quelques préliminaires pour énoncer cette conjecture.

Considérons G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q, presque
simple sur Q modulo son centre. Nous supposons de plus que que le groupe
G(R) de ses points réels est semi-simple et non compact modulo un centre
compact. Soit H C G un sous-groupe réductif connexe défini sur Q dont
le groupe H(R) intersecte un compact maximal K de G(R) selon un sous-
groupe compact maximal de H(R). Soient g = ¢ @ p la décomposition de
Cartan du complexifié de I'algebre de Lie de G(R) et ¢y ®py la décomposi-
tion correspondante pour H. Notons s le supplémentaire orthogonal (pour
la forme de Killing) de h dans g. Soit maintenant 7' C K un tore maximal,
to = Lie(T) et t = to ® C. Fixons AT (& t) un systéme positif de racines
dans A(g,t). Posons alors

dimc(sNp)

em= [\ (snp) (4.14)

et considérons Vy le plus petit sous-espace K-stable de A\ p contenant ez
(cet espace n’est en général par irréductible).

Etant donné un élément X € ity tel que a(X) > 0 pour toute racine
a € AT(,t), on pose

q= q(X) =lou l= gX7 u= 69(JL(X)>0904~

L’algebre q est une sous-algebre parabolique 6-stable de g. Notons E(G, L)
le sous-espace de A" p engendré par les translatés par K du sous-espace
A" (p N 1) et toujours R = dim(uNp).

Conjecture 4.11. L’application
HJ'(Aq: SK°G) — [ H3! peimy (ShOH)
9eG(Q)

obtenue en composant l’application Resg‘: et la projection sur la compo-
sante fortement primitive de la cohomologie L? de Sh°H est injective si
et seulement si ’intersection

Vi NE(G, L) # 0.
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Considérons maintenant une sous-algebre parabolique #-stable de b, que
nous notons toujours . La sous-algebre [ de h définit bien évidemment une
sous-algebre de g. On peut donc toujours parler de E(G, L).

Conjecture 4.12. La projection de la classe [Sh°H] dans la cohomologie

L? fortement primitive H3 vimy (Sh°G) est non nulle si et seulement si

rang(G/H) = rang(K/(K N H)).
Dans ce cas, application

R R+d
Hy' (Aq: SHOH) — HyH e (ShOG)
obtenue en composant 'application “cup-produit avec [Sh°H]” et la projec-
tion sur la composante fortement primitive de la cohomologie L? de Sh°G
est injective si et seulement si l'intersection

Vi NE(G, L) # 0.

Remarques. Il n’est méme pas évident que les Conjectures 4.11 et 4.12
impliquent les résultats et conjectures énoncés plus haut dans le cas des
groupes unitaires et orthogonaux. Cela semble néanmoins raisonnable au
vu de [14]. Enfin on peut évidemment formuler une conjecture générale
analogue concernant l'application de cup-produit.
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