sl(C)
sl3(C) sl4(C)

Root system of sps(C)

(Ver Graphical introduction to classical Lie algebras, p. 185)
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Polinomios positivos v desigualdades polinomiales’

Carlos Andradas

1. Introduccion

Consideremos un polinomio en una variable f(z) € R[z]. Todos explicamos
en nuestras clases que f(x) factoriza de la forma

flx) = (z —a))™ - (2 = a)™ (& — a2)? + 1) - (@ — as)? + 52)"

donde a1, ..., a, son las raices reales de f y los factores cuadraticos corresponden
a los pares de raices complejas conjugadas oy + i0y.

Supongamos ahora que f(xz) > 0 para todo z € R. Entonces todos los
exponentes m; tienen que ser pares pues si no f(x) cambiarfa signo en a; y por
consiguiente f(x) es una suma de cuadrados de polinomios. Ademds, gracias a
la bien conocida identidad

(a® 4+ b*)(c* 4 d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?

resulta que los productos de sumas de dos cuadrados es, a su vez, una suma
de dos cuadrados por lo que obtenemos que f(x) es suma de dos cuadrados de
polinomios. En particular, concluimos que toda suma de cuadrados de polino-
mios en una variable puede escribirse como suma de (a lo méds) DOS cuadrados.
Denotaremos esto diciendo que el nimero de Pitdgoras de R[z] es < 2. Por
otra parte, 1 4+ 22 es un ejemplo de una suma de dos cuadrados que no es un
cuadrado, con lo que la cota anterior es inmejorable.

Pasemos al caso de dos variables. Hilbert ya observé (por razonamientos
tedricos y geométricos, utilizando propiedades clasicas de las ctbicas, pero sin
exhibir ningin ejemplo concreto) que hay polinomios no negativos sobre todo
el plano afin R? que no son sumas de cuadrados.

Robinson puso ecuaciones al razonamiento de Hilbert produciendo el primer
ejemplo concreto de un polinomio en dos variables, no negativo sobre todo el
plano afin, pero que no es suma de cuadrados de polinomios. Unos anos més
tarde Motzkin (1967) dié el siguiente sencillo (y simétrico) ejemplo:

M(z,y) = 2y? + 2%y* — 32%y% + 1

*Charla inaugural de la XIX Escuela Venezolana de Mateméticas.
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(Por qué es M(z,y) > 0?7 En este caso hay un fécil truco para observarlo:
la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética aplicada a la terna
1, 2%y*, 2%y nos proporciona

Z‘2y4 +$4y2 +1

S 2 (@ ety = oty

(Por qué M (z,y) no es suma de cuadrados? Aqui no hay mds remedio que hacer
algunas cuentas: pongamos

why? + 2%yt =32 + 1= gi(2,9)? + -+ g2, y)? (1)
En primer lugar los g; deben tener grado < 3. Haciendo x = 0 resulta
1=g1(0,9)* + -+ g:(0,9)*
de donde resulta que los g;(0,y) son constantes, esto es,
gi(z,y) = zhi(z,y) + ¢

con
C%+...+C%:1

Sustituyendo en la ecuacién (1) y haciendo y = 0 obtenemos
1= (xhy(z,0) +c1)® + -+ (zhe(2,0) + ¢ )?
con lo que h;(z,0) =0, es decir,

hi(z,y) = ybi(x,y).

En definitiva,
gi(r,y) = 2y bi(z,y) + ¢

(como era esperable por razones de simetria), y ademds, por razones de grado,
bi(z,y) es de grado 1. Sustituyendo de nuevo en la ecuacién (1) tenemos:

hy? 4+ 22yt — 322y% 4+ 1 = 2%y? Z b? 4 2xy Z bic; + Z 2

Simplificando 1 = Y, ¢7 resulta que z?y? divide a la expresién de la izquierda
y el primer sumando de la derecha, luego xzy debe dividir a ), b;i(z,y) ¢; que,
como hemos sefialado, es un polinomio de grado 1, por lo que Y, b;(x,y) ¢; = 0.
Pero entonces, volviendo a la ecuacién anterior y dividiendo por 22y? obtenemos
que

2yt —3= bi(x,y)?



POLINOMIOS POSITIVOS Y DESIGUALDADES POLINOMIALES 125

lo que es claramente absurdo sin méas que evaluar en 0.

Tras estas pequenas cuentas puede ser el momento de senalar dos cuestiones.
Denotemos por Pge el conjunto de polinomios no negativos sobre R? y por Yp2 el
de sumas de cuadrados de polinomios en dos variables (omitiremos el subindice
cuando no haya duda de en qué espacio estamos trabajando).

Problema 1.1. Decidir si un polinomio f(x,y) es no negativo sobre R? (es
decir estd en Pgz).

Problema 1.2. Decidir si f(x,y) es una suma de cuadrados de polinomios
(esto es, f estd en X2).

Aunque ambos problemas puedan parecer de dificultad similar, existen di-
ferencias entre ellos: Dado un polinomio f(x,y) que sea suma de cuadrados, su
grado debe ser par, digamos 2d, por lo que el grado de los posibles sumandos es
menor igual que d y el nimero de sumandos necesarios puede también acotarse
en funcién de d (puede comprobarse que es menor o igual que (d;r2), esto es, la
dimensién del espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que d).
Por tanto el problema puede plantearse como la resolucién sobre los niimeros
reales de un sistema (algebraico) de (*1?) ecuaciones (de grado < 2) en (d;rz)2
variables. La resolucion de sistemas algebraicos ha experimentado grandes avan-
ces recientemente (gracias por ejemplo a algoritmos eficaces de cdlculo de las
bases de Grébner).

El primer problema también es teéricamente decidible: se trata de decidir
si el conjunto {f(x) < 0} es vacio. El método de eliminacién de cuantificadores
de Tarski nos dice que esto es posible, pero no existen por el momento métodos
eficaces para ello.

jAtencién! Obsérvese que la cota (df) del nimero de cuadrados mencionada
en el parrafo anterior, es para polinomios de grado fijo 2d y no debe confundir-
se con el nimero de Pitdgoras de R[z,y], esto es, con el ntimero de cuadrados
necesario para expresar cualquier polinomio que sea suma de cuadrados, in-
dependiente del grado. Podemos plantearnos un tercer problema, sobre el que
volveremos mas tarde:

Problema 1.3. ;FEs finito el nimero de Pitdgoras de Rz, y]?

En [7] se muestra que la coleccién de polinomios:

fl(:r7y) = 1

folz,y) = ATi+1=A7+1
fs(zy) = Adfo+1=A3A+A3+1
f4($7y)

= AZfy4+1=A2AZA2 £ AZA2 4+ AZ+1



126 C. ANDRADAS

donde
Al(z7y) - Yy
Ao(z,y) = yly—2z)
As(z,y) = yly—22)(y — 32)
Ay(z,y)

= yly —22)(y — 32)(y — 4x)

son todos sumas de cuadrados pero que el nimero de cuadrados necesarios para
representar f, es exactamente n, por lo que el nimero de Pitdgoras del anillo
Rz, y] es infinito. Vemos pues que el cambio de situacién al pasar de 1 a 2
variables ha sido drastico.

Volvamos a nuestros conjuntos P y ¥ de polinomios no negativos y sumas de
cuadrados respectivamente. Ambos son conos convexos en el espacio vectorial
R[z,y] (quizds serfa mds correcto decir semi-conos ya que naturalmente sélo
contienen a las semirrectas correspondientes al producto por escalares positi-
vos) y, claramente, ¥ estd estrictamente contenido en P, a la vista del ejemplo
anterior (M (x,y) estd en P pero no en X). Surge asf otro interesante:

Problema 1.4. ;Cdémo es de grande la diferencia entre P y X7

Para precisar un poco mas esta cuestién denotemos por Py el conjunto de
polinomios no negativos de grado menor o igual que 2d y por X4 el conjunto
de las sumas de cuadrados de polinomios de grado menor o igual que d. Ambos
conjuntos son conos convexos en un espacio afin de dimension finita: el de todos
los monomios de grado menor o igual que 2d en las variables. G. Blehkerman,
[Bl], ha comparado los volimenes de estos dos conos, demostrando el siguiente
resultado que prueba que hay muchos mas polinomios no negativos que sumas
de cuadrados. En particular esta diferencia se va agrandando con el grado y el
nimero de variables:

Teorema 1.5. Existe una constante ¢(d) que depende sdlo del grado d tal que

VOl Pd % (dfl)/2
>
<V0l Ed> - C(d)n

donde r es la dimension de un determinado hiperplano de formas en el espacio
de polinomios de grado 2d en n variables.

2. El problema 17 de Hilbert

Volvamos a Hilbert. Ya hemos comentado que él prob6 que P y X son, en
general, distintos. En 1900 en su famosa lista de problemas en el ICM de Paris
enuncié su problema nimero 17:
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Problema 17 de Hilbert: ;Es todo polinomio no negativo sobre R™ una
suma de cuadrados de funciones racionales (i.e. fracciones de polinomios)? En
otras palabras, si f € R[zy,...,x,] es > 0 sobre todo R™, ;existen polinomios
90,91, -+, 0t tales que G3f = g3 + -+ g2 ?

La pregunta de Hilbert fue respondida por E. Artin en 1929 por medio de
la teorfa conocida hoy como de Artin-Schreier. Su idea esencial es el estudio y
comprensién de las distintas formas de “ordenar” el anillo de los polinomios (o
més exactamente su cuerpo de fracciones). Por una parte, las sumas de cuadra-
dos son los elementos totalmente positivos, es decir, aquellos que son positivos
en todos los 6rdenes posibles. Por otra parte, la posibilidad de definir un orden
debe traducirse de alguna forma en términos geométricos.

Dar un orden en el anillo de polinomios (o cualquier otro anillo) consiste
en fijar un criterio para comparar cuando un polinomio es mayor que otro,
o equivalentemente, en definir cuando un polinomio es mayor que 0, esto es,
cuando es positivo en ese orden. Por supuesto nos referimos siempre a érdenes
compatibles con la estructura de cuerpo, es decir, que la suma y el producto de
positivos debe ser positivo.

Intuitivamente hay un modo muy facil de definir 6rdenes en los polinomios:
basta fijar un punto y decir que un polinomio es positivo si es mayor que cero
en una “regién” determinada adyacente a dicho punto. (Siendo un poco mds
precisos: si es positivo en algin elemento de un filtro de conjuntos, de dimensién
maxima, adherentes al punto. Para el caso de dimensién 1, para cada punto
sblo existen dos tales filtros—y por consiguiente dos érdenes centrados en dicho
punto-los intervalos (a — €,a) y (a,a + €)).

La idea genial de Artin fue demostrar que a pesar de los muchos érdenes
existentes en el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios, la informacién
fundamental estd contenida en el tipo de 6rdenes mencionado y que puede res-
catarse por tanto mediante la evaluacién en los puntos del espacio afin:

Teorema 2.1 (Artin). Eziste un orden en R(xq,...,x,) en el que los polino-
mios f1,..., fr son simultdneamente positivos si y sélo si hay un punto x € R™
en el que dichos polinomios son simultaneamente positivos, es decir, si y sélo si
el conjunto

{r eR"| f1(z) >0,..., fr(z) >0}

es no vacto.

Una vez conocida la respuesta afirmativa a la pregunta de Hilbert surge la
pregunta cuantitativa acerca del nimero de cuadrados necesario. Recordemos
que dado un cuerpo K llamamos ntiimero de Pitadgoras de K al minimo p tal que
toda suma de cuadrados en K puede reducirse a una suma de < p cuadrados.

Problema 17 cuantitativo (ndmero de Pitdgoras): ;Cudntos cuadra-
dos son necesarios? En otras palabras, jcual es el nimero de Pitdgoras del
cuerpo de fracciones del anillo de polinomios en n indeterminadas?
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El problema cuantitativo fue resuelto mucho més tarde por A. Pfister [10]
por medio de la teorfa de formas cuadréticas (y en particular de las formas
que llevan su nombre). Demostré que, si representamos por p, el ntimero de
Pitagoras del cuerpo de funciones racionales en n variables, entonces

n+1<p, <2™

Sin embargo, a dia de hoy no se sabe si estas cotas son 6ptimas, por lo que
terminamos esta seccién con el siguiente problema abierto:

Problema 2.2. Probar si las cotas anteriores de p, son dptimas.

3. Conjuntos semialgebraicos: una pequena digresion

A partir del espectacular resultado de Artin, y mas tarde del Teorema de
Tarski sobre eliminacién de cuantificadores para cuerpos real cerrados, el estudio
de los subconjuntos del espacio afin R™ definidos por desigualdades polinomia-
les experimenté un notable desarrollo. Estos conjuntos reciben el nombre de
semialgebraicos. Mds precisamente, un subconjunto S C R™ es semialgebraico
si es una combinacién booleana de desigualdades polinomiales, es decir si puede
describirse en la forma:

t
S = U{I‘GR” ‘ fl('r) :07gi1 >Oa-~-agisi >O}

i=1

con fi, gij € Rlxy,...,x,).
Los conjuntos semialgebraicos tienen buenas propiedades:

1. Son cerrados por combinaciones booleanas (uniones e intersecciones finitas
y complementario).

2. Son cerrados por productos: Si A C R™ y B C R™ son semialgebraicos
entonces A x B C R™™™ es semialgebraico.

3. Son cerrados por proyecciones (Teorema de Tarski-Seidemberg).

4. Los semialgebraicos de la recta son las uniones finitas de intervalos.

Hay una muy abundante literatura sobre las propiedades topolédgicas de los
conjuntos semialgebraicos, [3], [6]. Por ejemplo, los conjuntos semialgebraicos
son triangulables, tienen una estructura local sencilla y un comportamiento
esencialmente finito, es decir, fijado el grado de los polinomios que los describen
pueden encontrarse cotas del niumero de tipos topoldgicos posibles, del ntimero
de componentes conexas que pueden tener, etc. De hecho, las 4 propiedades
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definitorias senaladas antes se toman como definicién de las llamadas estructuras
o-minimales, cuyo ejemplo més sencillo son los conjuntos semialgebriacos, y
que comparten un buen nuimero de las propiedades de los mismos.

También tienen curiosas propiedades combinatorias, entre las que citare-
mos s6lo una a titulo de ejemplo: cualquier interseccién de desigualdades po-
linomiales estrictas en R™ es equivalente a ...juna interseccién con sélo n
desigualdades! Es decir, por muy grande que sea el nimero r tenemos que

{1 >0,...,9- >0} ={f1>0,...,fn, >0}

para ciertos polinomios f;. En concreto, en el plano R?, cualquier interseccién
arbitraria de desigualdades estrictas puede describirse mediante sélo dos desi-
gualdades.

Problema 3.1. Encontrar algoritmos para construir esta representacion corta
a partir de la dada.

Del mismo modo, cualquier intersecciéon de desigualdades polinomiales laxas
en R" es equivalente a una interseccion de un ntumero de desigualdades que
depende sélo de n, en este caso n(n + 1)/2. Es decir, por muy grande que sea
el nimero r tenemos que

{9120,,gTZO}:{f120>7fn20}

para ciertos polinomios f;. Como en el caso de las desigualdades estrictas, esta
cota es 6ptima. Sin embargo, es muy plausible que para determinadas clases
“regulares” de semialgebraicos (los polihedros por ejemplo) la cota en el caso
laxo coincida también con n, pero este problema estd aun abierto.

4. Positivstellensatze

En la Seccién 2 tratamos los polinomios que son no negativos sobre todo el
espacio afin R™ y vimos que pueden ser escritos como suma de cuadrados de
funciones racionales. ;{Qué podemos decir del “aspecto” de los polinomios f €
R[x] que son positivos sobre un conjunto semialgebraico S = {¢g; > 0,...,¢g, >
0}?

Comencemos analizando un sencillo ejemplo:

Ejemplo: Sea f(x) un polinomio en una variable y supongamos que es
positivo en la semirrecta S = {z > 0}. Descomponemos f como al principio

f(x) = (:C + al)ml .. (x + ak)mk . (x _ ak+1)mk+1 - (x _ ar)m“
((z — a1)2 + ﬂ%)fl o ((x— 045)2 + ﬁg)és

donde ahora a; > 0,...,a, > 0, de modo que las k primeras raices reales de
f son negativas y las restantes positivas. Como f(x) es no negativo en todo
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{z > 0}, resulta que los exponentes my1,...,m, deben ser pares; ademds,
para i < k, descomponiendo los m; que sean impares como

(x4 ai)(x + a;)*" = 2(x + a:)* + ai(x + a;)*

f=2) 2+ g
j k

es decir se puede escribir como una combinacién de los polinomios que describen
S con coeficientes sumas de cuadrados. Con un razonamiento similar, pero un
poco mas de esfuerzo, puede comprobarse que si f es positivo en el intervalo
{z > 0,1 — 2 > 0} entonces puede escribirse de la forma

resulta que

f=so+xs1+ (1 —x)so+x(1l—x)s3

donde los s; son sumas de cuadrados de polinomios.
Volviendo al planteamiento general, consideremos el conjunto

Y= Z Segil"'gf“r'
e=(€1,...,6r)

Observemos que todos sus elementos son polinomios no negativos sobre S.
Este conjunto va a jugar el papel de “cono de sumas de cuadrados” sobre S.

Denotemos por Pg el conjunto de polinomios no negativos sobre S.

Tomando S = R? = {1 > 0} recuperamos %g = X y Pg = P como en la
Seccién 1, y el ejemplo de Motzkin muestra que en general Pg es estrictamente
mas grande que Xg. ;Existe un andlogo al problema 17 de Hilbert?

Teorema 4.1. (PositiveStellensdtz, [15]) a) f es no negativo (f > 0) sobre S
sty solo si existen ti,ts € Xg, N € N tales que

fti =N+t
b) f es positivo (f > 0) sobre S si y sdlo si existen tq,ta € Xg tales que
fA+t1) =141t

Es decir, f es de nuevo suma de cuadrados sobre .S, si admitimos denomi-
nadores.

Problema 4.2. Decidir si un polinomio f(x,y) es no negativo sobre S (es decir
si estd en Pg).

Problema 4.3. Decidir si f(x,y) estd en Xg.

Estos problemas son més dificiles que en el caso del espacio afin, ya que
la introduccién de los polinomios g; que definen S en la ecuacién impide, por
ejemplo, cualquier consideracién sobre grados.
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5. Teorema de Schmiidgen

En 1991, K. Schmiidgen en su estudio del problema de los momentos (i.e.
cuando un funcional lineal puede ser expresado como una integral para una
cierta medida de Borel) sobre conjuntos semialgebraicos, demostré que si S =
{g1 > 0,...,9, > 0} es compacto y f > 0 sobre S entonces lo es sobre Xg, es
decir no necesita denominadores para ser expresado como suma de cuadrados
sobre S, [12]. Por otra parte, la siguiente modificacién del polinomio de Motzkin:
M'(x,y) = xty? + 2%y* — 2%y® + 1 es estrictamente positivo sobre R? pero (de
modo similar a lo hecho en la Seccién 1) no es suma de cuadrados, por lo que sin
la hipétesis de compacidad el resultado es, en general, falso. Ello ha despertado
el interés sobre el siguiente:

Problema 5.1. Caracterizar los conjuntos S que tienen la propiedad de Schmii-
dgen, es decir para los que 77; C Yg. donde ’Pj{ representa los polinomios que
son estrictamente positivos sobre S.

Para S no compacto, la respuesta esta lejos de conocerse, incluso para di-
mensién dos. Obsérvese que la solucién depende, en general, de los descriptores
g1, ---,gr del conjunto S. Asi, en el ejemplo expuesto en la seccién anterior,
el semieje S = {z > 0} puede también describirse como S = {z*® > 0}. Sin
embargo no es cierto que todo polinomio f(x) > 0 sobre S se pueda expresar
como una combinacién de 23 con coeficientes sumas de cuadrados. Por ejemplo,
el polinomio xz no puede expresarse de esta forma. Esto lleva a introducir la
nociéon de descriptor natural de un semialgebraico, en la que no entraremos.
Simplemente nos basta con la idea de que x es un generador natural para el
semieje positivo, mientras que 23 no. Sin entrar en precisiones, en el caso de que
dim S = 1, esto es S es un subconjunto semialgebraico de una curva algebraica,
se sabe que S tiene la propiedad de Schmiidgen si los descriptores de S son
“buenos”, [8].

Si dim S = 2 la situacién es mucho més desconocida. Si S C R? y contiene
un cono (esto es, la regién comprendida entre dos semirectas concurrentes en
un punto) S no tiene la propiedad de Schmiidgen. De modo mds preciso, si
denotamos por S la clausura de S en el espacio proyectivo P(R?) y S\ S es
denso en la recta del infinito, entonces P; ¢ Xg, [11]. Pero por ejemplo, la
cuestién de decidir si la franja

S=[,1]xR={(z,y) €eR* | 24+1>0,1—2 >0}

tiene o no la propiedad de Schmiidgen esta abierta. Finalmente en dimensiones
superiores sélo conocemos que si S contiene un cono bidimensional entonces S
no tiene la propiedad de Schmiidgen.

Si admitimos que f tenga ceros en S, entonces el resultado de Schmiidgen
sabemos que no es cierto en general y tiene sentido plantearse el siguiente
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Problema 5.2. ;Hay alguna clase identificable de conjuntos S para los que
Pg=Xg?

En resultados recientes sobre este problema, C. Scheiderer, [11], ha probado
que si dim S > 3 estos conos son distintos, independientemente de que S sea o
no compacto y de los descriptores g; de S. Como antes, en el caso de curvas
(esto es dim S = 1) la situacién es esencialmente conocida, y en dimensién dos
se tienen resultados parciales. Si S es compacto y sus funciones descriptoras
son no singulares y se cortan transversalmente dos a dos, entonces Pg = Xg,
[11]. También sabemos que esta igualdad es cierta en el caso de S tenga sélo
un numero finito de ceros en S y que en cada uno de ellos f pueda expresarse
localmente (en el anillo de series en el punto) como suma de cuadrados sobre S.
Y por supuesto los resultados negativos expuestos antes para el caso de f > 0
también son validos, con mayor motivo, aqui.

Observacion. Hasta ahora hemos trabajado siempre sobre el afin R™, pero
todos los problemas expuestos pueden plantearse, mas generalmente, sobre una
variedad algebraica irreducible V' C R", reemplazando el anillo R[X] por el
anillo de funciones polinomiales R[X]/I donde I es el ideal de polinomios que
se anulan sobre V. Todos los resultados comentados (solucién al problema 17
de Hilbert, Positivstellensatz, etc.) son validos en este contexto con los cambios
obvios.

En la linea del dltimo problema expuesto, podemos plantearnos entonces:

Problema 5.3. Caracterizar las variedades algebraicas V' para las que P = 3,
esto es las funciones de R[V] no negativas son sumas de cuadrados de elementos
de R[V] (también expresado en la literatura por el acrénimo psd = sos (positive
semidefined = sums of squares).

El teorema de Schmiidgen afirma, en este caso, que si V' es compacta toda
funcidén estrictamente positiva es sos. C. Scheiderer, en el trabajo ya menciona-
do, muestra que para curvas algebraicas puede darse una caracterizacién precisa
de aquellas para las que psd = sos y que esta igualdad es falsa para todas las
variedades con dimensién > 3. En el caso de superficies por el momento sélo se
han obtenido resultados parciales estando el caso general abierto.

6. Otras Extensiones

Finalizamos comentando brevemente algunas extensiones de las cuestiones
expuestas a otros contextos. En particular podemos sustituir el anilllo de po-
linomios por otros anillos de funciones como las funciones analiticas, funciones
C®, de Nash,..., los conjuntos semialgebraicos por la correspondiente clase
de conjuntos (combinaciones booleanas de desigualdades de las funciones con-
sideradas) y repetir las mismas preguntas mencionadas a lo largo del texto:
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problema 17 de Hilbert, Positivstellensatz, niimeros de pitagoras, etc. El caso
de las funciones de Nash (funciones algebraicas sobre los polinomios) la situa-
cién es esencialmente idéntica a la del anillo de polinomios. En el caso de las
funciones analiticas en el entorno de un punto (i.e. gérmenes de funciones analiti-
cas) el comportamiento es también andlogo al caso polinomial, [1]. La situacién
es radicalmente distinta para el caso de funciones analiticas globales. En este
caso conocemos que el problema 17 de Hilbert es “cierto” para R2, es decir
toda funcién analitica no negativa sobre R? es suma de cuadrados de funciones
meromorfas [5], pero es un problema abierto para n > 3.

Recientemente ha habido también avances en la direccién de encontrar al-
goritmos eficientes para representar un polinomio no negativo como suma de
cuadrados [9]. Estos resultados utilizan técnicas de programacién semidefinida
y deben seguir explorandose.
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Un teorema de De Rham en el contexto de la
Geometria no Conmutativa *

Fernando Mejias

Resumen

Presentamos una perspectiva histérica sobre como se usan las for-
mas diferenciales no conmutativas (las cuales fueron primero introducidas
por A. Connes) para construir una versién no conmutativa del complejo
de Cenkl y Porter Q"*(X) para un conjunto simplicial de tipo finito
X, donde Q%" (X) es un dlgebra diferencial graduada con una filtracién
Q*9(X) C Q9IT(X), tal que Q*9(X) es un médulo sobre Q, (el menor
subanillo de los racionales que contiene a 1/p si p < q). Seguidamente se
usan versiones no conmutativas del Lema de Poincaré y del teorema de
Stokes para demostrar el teorema no conmutativo moderado de De Rham:
si X es un conjunto simplicial de tipo finito, entonces para cada ¢ > 1
y cualquier médulo M sobre Qg, la integracién de formas induce un iso-
morfismo natural de médulos sobre Q, I : HY(Q*9(X), M) — H(X; M)
para todo ¢ > 0.

Abstract

We present a historial view about how noncommutative differential
forms (which were first introduced by A. Connes) can be used to construct
a noncommutative version of the complex of Cenkl and Porter Q™" (X)
for a simplicial set of finite type X, such that Q**(X) is a differential
graded algebra with a filtration Q*¢(X) C Q"7 (X), and Q*?(X) is a
module over Qg (the smallest subring of the rationals which contains 1/p
whenever p < ¢). Next we use noncommutative versions of the Poincaré
Lemma and Stokes’ theorem to prove the noncommutative tame de Rham
theorem: if X is a simplicial set of finite type, then for each ¢ > 1 and any
Qg-module M, then integration of forms induces a natural isomorphism
of Qg-modules I : H*(Q*%(X), M) — H'(X; M) for all i > 0.

Palabras Clave/Keywords: Complejo de Cenkl y Porter, formas dife-
renciales no conmutativas moderadas, conjuntos simpliciales, teorema de
De Rham.
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1 Introducciéon

Los inicios de la topologia diferencial se encuentran asociados a la exploracién
de triangulacién de una variedad incentivados por los trabajos de Poincaré. En
especial, E. Cartan usé la teoria global de formas diferenciales con relacién a
este problema. En particular, Cartan demostré que sobre R™ cualquier p-forma
es la diferencial de una (p — 1)-forma; una generalizacién del caso clasico p =1
que Cartan denominé el “reciproco del lema de Poincaré”. Cartan mismo hizo
notar que dicho resultado no es cierto si en lugar del espacio R™ se considera
una variedad suave arbitraria X.

Para la exploracién de este tema Cartan sugirié considerar la funcién bilineal

(c,w) = (c,w) = /w,
c
donde ¢ es un p-ciclo de una triangulaciéon de X y w es una p-forma diferen-
cial cerrada sobre X y planteé utilizar el teorema de Stokes para resolver los
siguientes problemas:

(I) Si w es una p-forma cerrada con {(c,w) = 0 para todos los p-ciclos c,
entonces w es exacta.

(IT) Si ¢ es un p-ciclo cerrado con (¢,w) = 0 para todas las p-formas cerradas
w, entonces ¢ es una frontera.

El problema de Cartan fue publicado en 1928. Por esos dias De Rham
consideré el problema de Cartan como parte de su trabajo de tesis. En dicho
trabajo De Rham demostré que cualquier p-forma sobre X se puede escribir
como w + d(, donde w es una combinacion lineal de p-formas elementales y ( es
una (p — 1)-forma y a partir de esta idea dedujo las proposiciones (I) y (II).

Con el desarrollo de la teoria de homologia, més especificamente las técnicas
de cohomologia, resultoé claro que el trabajo de De Rham podia ser expresado en
términos del complejo (Q2*(X), d) de las formas diferenciales sobre X y del com-
plejo de cocadenas singulares esténdar (C*(X), ) derivado de la triangulacién
de X, asf, si H/(Q*(X),R) y H(C*(X),R) representan los i-ésimos espacios
vectoriales de cohomologia de los respectivos complejos tenemos
Teorema. Sea X una variedad suave de dimension n. FEntonces para cada
1 > 0 existe un isomorfismo natural de espacios vectoriales sobre R

H'(X;R) > H' (O ,(X);R).

En 1976, H. Cartan public6 en [5] otra versién del teorema de De Rham
considerando una filtracién A*9(X;Z) C A*9T1(X) para el complejo de las
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formas polinémicas A*(X;Q) sobre un espacio simplicial X, obteniendo un
isomorfismo

HY(A™(X;2)) = H'(X;2Z),

para i < q.

Aunque en este caso no se pudo construir un “modelo” para A*, en el sen-
tido de la estructura construida por Sullivan en [38] para estudiar el complejo
Q*(X; Q). Esta situacién fue parcialmente mejorada hacia 1983, cuando Cenkl
y Porter [10,11] construyeron un “modelo” especial después de demostrar el
teorema de De Rham para formas cibicas. Cenkl y Porter construyeron un
complejo de formas diferenciales polinémicas T*(X, Z) con filtracién T%%(X) C
T*9+1(X) dependiendo del grado de los polinomios y las formas elementales,
de tal manera que 7%%(X) es un médulo sobre Q, (el menor subanillo de los
racionales que contiene a 1/p si p < ¢). Asi ellos demostraron que la integracién

de formas induce un isomorfismo de médulos I : H(T*9(X;Q,)) 5 H{(X;Qy)
para todo i y para todo ¢, siendo X un espacio simplicial de tipo finito.

Posteriormente Boullay, Kefer, Majewski, Stelzer, Scheerer, Unsold y Vogt
[4] extendieron la teoria de Cenkl y Porter a un conjunto simplicial general.

En 1987 Karoubi intenté obtener en [21] un “modelo” més general con-
siderando el complejo de De Rham Q*(X) de las formas diferenciales no con-
mutativas sobre un espacio simplicial X (las cuales fueron introducidas original-
mente por Connes en [12]) y demostrando una versién del teorema de De Rham
en este contexto. Trabajando con esta idea, por ejemplo, Battikh en [3] intro-
dujo una generalizacion del cup product U en cohomologia.

Una versién ligeramente mas general del resultado de Karoubi fue demostrada
en 1998 por Cenkl (ver [7]). Tanto Karoubi como Cenkl probaron los menciona-~
dos teoremas usando técnicas similares a las que usé Cartan en su paper de
1976. Sin embargo, en [20] que si el anillo A de coeficientes se supone ser un
subanillo de los racionales, entonces una versiéon del teorema no conmutativo
de De Rham podria ser demostrada al estilo del teorema clésico. El objetivo
final del presente articulo es la presentacién de una solucién a dicho problema,
para lo cual se considera una versién no conmutativa del complejo de formas
diferenciales de Cenkl y Porter Q**(X) para un espacio simplicial de tipo finito,
obteniendo el siguiente teorema no conmutativo moderado de De Rham:

Teorema. Sea X un espacio simplicial de tipo finito. Entonces para cada q > 1
y cada modulo M sobre Qg existe un isomorfismo natural de médulos sobre Q,
tal que

HY(Q9(X); M) S H (X; M)

para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.
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2 Conjuntos simpliciales

En esta seccidn presentamos una breve introduccion al concepto de objeto sim-
plicial y estudiamos algunos ejemplos. Para mds detalles ver [26], [27] y [29].

Un conjunto simplicial X es un conjunto graduado con indices enteros no
negativos junto con los operadores d; : Xy — Xx_1ys; : Xgp — Xg41,0 <1 <k,
los cuales satisfacen las siguientes identidades:

(l) didj+1 = djdl sii S j,
(i

) $iSj = Sj+18i sii<j,
(iil) d;s; = sj_1d; sii < j,
(iv) djs; = identidad = dj415s;,
(V) d; iS5 = dei—l sii>j+ 1.

Los elementos de X se denominan simplices de dimension k o simplemente
k-simplices.

Dados dos conjuntos simpliciales X e Y, y una funcién f : X — Y, decimos
que f es una transformacion simplicial (de grado cero) si f conmuta con los
operadores di vy s; para todo ¢ y para todo k. El producto cartesiano X X Y es
el conjunto simplicial (X X YY), = X x Yi con

di(z,y) = (d;z, diy), si(x,y) = (siz, siy), para todox € X,y € Y, y0<i<k.

Ejemplo 2.1 Sea V un conjunto parcialmente ordenado. Sea X el conjunto
de todas las sucesiones finitas (zo,...,zx), con g < ... < 2, Tg,..., Tk € V.
Definamos d; : Xy, — X-1y s; : X — Xg41, 0 < i < k por

di(zo, ... xr) = (Toy. -y Ti1, Liy Tit1, - -, T) (Omitir z;)

$i(xoy oy xg) = (Toy oy Tis1, Tiy Ty Tig1, - - -, T) (repetir x;).

Entonces X = {X}} es un conjunto simplicial.

Ejemplo 2.2 Denotemos por A la categoria cuyos objetos son todas las suce-
siones finitas de enteros A(n) = {0,1,...,n} y los morfismos son todas las
funciones crecientes f : A(n) — A(m) (para todo 0 < i < j < n tenemos
1) < £(3).

Definimos los operadores §; : A(n—1) — A(n) y 0; : A(n+1) — A(n) para
0 << npor

R J sig <i, s J sig <i,
6Z(‘7)_{j+1 sij>i Y ‘71(])—{j1 sig > 1.
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Entonces cada f € Hom (A(n), A(m)) puede ser escrita como un producto finito
de algunas § y o.

Un objeto simplicial en una categoria C es un functor contravariante F' : A —
C. Un conjunto simplicial X puede ser identificado con un objeto simplicial en
la categoria de los conjuntos Set, F': A — Set, X = F(A,) = X (ver [26], p.
233 0 [29], p. 4).

Si A es un anillo, un A-mddulo simplicial es un objeto simplicial en la
categoria Mod de los médulos sobre el anillo A. Si M y N son A-médulos
simpliciales, entonces el producto tensorial M ® N es también un A-mddulo
simplicial con d; y s; sobre (M ® N) = My ® Ny, definidos asi:

di(z®y) = diz®d;y, s;(xQy) = s;x®s;y, para todo x € Xy, y € Y y 0 <i < k.

Un dlgebra graduada simplicial A* = ®,>0A" es una familia de agebras
graduadas A} = ®,>0A}, k=0,1,2,... sobre un anillo conmutativo A la cual
es un conjunto simplicial y los operadores d; y s; son morfismos de algebras
graduadas.

Ejemplo 2.3 Sea A,, = {(ag,...,a,) € R"™|0 < a; <1,Y a; = 1} el n-
simplex estdndar (Figure 1-1). Las funciones §; : A,_1 — Apy oyt A1 — A,

(Si(x()a ce axn—l) = (IOa s axi—hovgjiv s 7xn—1)

O-’i(m(h s 7xn+1) = (.’,C07 sy Li—1, L5 + Lit1y Li42y .-+ 7xn+1)~

Sea P, la coleccién de todos los polinomios f : A,, — R con coeficientes
en Zy sea P ={P,},>0. Entonces P es un conjunto simplicial. En este caso
tenemos 0; : P, — Pp_1y s; : P, — P41 definidos para dada f € P, por

0i(f) = fodi y si(f)=fooi

La multiplicacién de polinomios induce una estructura de agebra sobre P. En-
tonces P es un agebra simplicial.

Ejemplo 2.4 En lugar del simplex estandar A,, (como en el Ejemplo 2.3) con-
sideramos A,, como el subconjunto de la frontera de I" ™! (el (n + 1)-cubo en
R"™1) dado por

{(xo,...,l'n) €Rn+1 OS.’EZ SlyHZ(EZ:O},

es decir, A, es identificado con las caras posteriores de I"*! (Figure 1-2).
Definimos las funciones §; : A,—1 — A, y 05 0 Apt1 — Ay, por

0i (205 -y Tn—1) = (05 -+ Tim1, LT, Tig1, - oo, Tp1)
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Ui(l“o, e ,Jin+1) = (1307~-~737i—1,$i : $i+17$i+27~-~>$n+1)

(ver [10] y [9]).

Si T,, es la coleccién de los polinomios f : A, — R con coeficientes en Z
y si T = {T,}n>0, entonces T' es un 4gebra simplicial. En este caso tenemos
0;: P, — Po_1ys;: P, — P, estan definidos para cada f € P, por

0i(f) = fodi y si(f)=fooi

Ejemplo 2.5 SeaZ, el ideal generado por los polinomios II7_,z;. Entonces P,
se puede identificar con el cociente T, = Z[zo, . .., Ty]/Zpn. SIT = {T) }n>0, en-
tonces la multiplicacién sobre Z[xo, ..., x,] induce una estructura de Z-algebra

sobre T,,. Luego T is un algebra simplicial.

Sean X un conjunto simplicial y C),(X) el grupo libre sobre X,,. Denotemos
por C.(X) el complejo de cadenas (C,(X),0) con el operador frontera 0 =
S o(=1)"d;. Los elementos de C,(X) son denominados n-cadenas en X. Si
X es un conjunto simplicial y G es un grupo abeliano entonces la homologia de
X con coeficientes en G esta definida por

H.(X;G) = H(C,(X) ® G).

Si C*(X) denota el complejo (C™(X),d) de cocadenas en X con coeficientes en
G, es decir C"(X;G) = Hom (C,(X), G) vy el operator cofrontera ¢ es el dual de
0. La cohomologia de X con coeficientes en G esté definida por

H*(X;G) = H(C*(X),G).

3 El complejo de Cenkl y Porter

En esta seccién introducimos el complejo de Cenkl y Porter, es decir el com-
plejo de las formas diferenciales compatibles sobre las caras posteriores del cubo
estandar. Cenkl y Porter primero demostraron el teorema de De Rham para
el complejo de formas diferenciales cibicas usando integracién (ver [10]). Pos-
teriormente, Boullay, Kefer, Majewski, Stelzer, Scheerer, Unsold y Vogt [4]
introdujeron el complejo de Cenkl y Porter o el complejo de De Rham de for-
mas diferenciales moderadas y demostraron el teorema de De Rham para un
conjunto simplicial siguiendo las ideas de Cartan.

Denotemos por A, C R"*! el simplex convencional (Ejemplo 2.4). Una
forma bésica de peso ¢ sobre A,, en las coordenadas g, z1, ..., T, es una forma

diferencial de
ay aj by by
Tyl :z:kldxkl AR xkpdxkp
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donde {i1,...,%;} y {k1,...,kp} son subconjuntos disjuntos de {0,1,...,n}, a;
y bj son enteros no negativos y ¢ = max{ai,...,a;,b1 +1,...,b, +1}. Sea
Q, = Z[%, cel %] el menor subanillo de los racionales tales que 1/psi 0 < p < ¢
para ¢ > 1, y Qo = Q1 = Z. Denotemos por TP?(A,) el médulo de las
combinaciones lineales sobre de las p-formas bésicas de peso < ¢. El producto
exterior A induce una funcién

A T11171,q1 (Z) ® T52’q2 (Z) N T£1+p2,q1+qz(z)

y la diferencial usual d se extiende a un morfismo de Z-mdédulos d : T?9(Z) —
TP+14(Z). También tenemos la inclusién T9(Z) — TP4T1(Z). Entonces para
todo n > 0, T** = {T?"9(A,)}n>0 es un algebra diferencial graduada (ADG)
con filtracién.

Sea X = {X,} un conjunto simplicial y sea T'(X) = Mor (T**,X) (morfis-
mos de conjuntos simpliciales). El teorema de Stokes implica que para cualquier
q > 0, integracién de formas moderadas induce una transformacién de complejos
de cocadenas I : T*9(X) — C*(X; Q). Entonces tenemos el siguiente teorema
(para la demostracién ver [4] y [10]).

Teorema 3.1 (El Teorema Moderado de De Rham) Sea X un conjunto
simplical de tipo finito. Entonces para cada ¢ > 1 y para cualquier mddulo M
sobre Qg existe un isomorfismo natural de médulos sobre Q,

HY(T*9(X), M) S H (X; M)

para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.

4  El calculo diferencial universal

Una versién generalizada del Caculo Diferencial sobre variedades fue introducida
por Connes ([12] and [13]) a partir del concepto de formas diferenciales no
conmutativas. Karoubi [21] usé las ideas de Connes para definir el complejo
de De Rham Q(X) no conmutativo sobre un espacio simplicial X y utilizé
una técnica similar a la de Cartan para demostrar el teorema de De Rham en
este contexto (ver [20].) A continuacién presentamos una breve descripcién del
trabajo de Karoubi.

Sea A un dlgebra sobre un anillo conmutativo A. Denotemos por p: AQA —
A la multiplicacién sobre A (todos los anillos considerados en este articulo son
conmutativos y con elemento neutro, similarmente suponemos que todas las
algebras contienen elemento neutro). Las formas diferenciales de grado n son
los elementos del producto tensorial de A-dlgebras

T'(A) = ARy ARy ---@pA.

n + 1 veces
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Tenemos pues que 7*(A) = P, 7"(A) es una A-dlgebra con multiplicacién
2 TA) @ T™(A) — T*t™(A) definida mediante la férmula

(a0®a1®  ®an) (bo@b1 @+ Qbp) = an@a1® @ (anbo) b1 @ @by
El diferencial operador D : T"(A) — T"T1(A) est4 definido por
Day®a1 ® - ®a,) = 1Qa®a® - Qay,

n
> (Va®a e -®a4ga1®lea- @a,
j=1

(D" ®a1 @ ®ap @ 1.
Teorema 4.1 Siw e T"(A) y 0 € T"(A), entonces
(1) D*(w) = 0.
(2) D(w-0) =D(w) -0+ (—1)"w - D(0) (la identidad de Leibniz).

Entonces 7*(A) es un ADG. La cohomologia del complejo (7*(A), D) es
trivial. Supongamos que A es una A-algebra aumentada, con extensién A : A —
A (morfismo de anillos) tal que A(1) = 1. Siy : 7"(A4) — T 1(A) es el
morfismo de moédulos definido por

n(a® - ®ay) = Aag)(a1 @+ ® ay),
entonces ¢ es una contraccion de homotopia, es decir
Dy +1,.D =1.

Definamos Q°(A4) = A y QY(A) = ker i, el médulo Q2'(A) sobre A es un
bimdédulo sobre A. Las formas diferenciales no conmutativas de grado n son los
elementos del producto tensorial de A-médulos

Q"(A) = QN (A) @4 QY (A) @4 - @4 QL(A).

n veces

El producto de formas diferenciales esta definido por yuxtaposicién de productos
tensoriales. Entonces la suma directa

@ (4) =P

n>0

es un dlgebra graduada. La diferencial d : Q°(A) — Q' (A) estd definida por la
ecuacion
dla)=1®a—a®1.
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Asf tenemos el isomorfismo de A-médulos A® A/A — Q(A) tal que a®b
adb. Entonces Q"(A) puede ser identificado con el producto tensorial de A-

moédulos
ARQA/ARA/AR®---® A/A.

n veces

Una forma diferencial de grado n puede escribirse como una combinacién lineal
de términos del tipo ag daidas . ..da, y el morfismo d se extiende a las formas
de grado n de Q"(A) por

d(ag day - . . dan) = dagday - . . day = 1 dagdas . . . day.
Teorema 4.2 Siw € Q"(A) y 6 € Q™(A), entonces
(1) d*(w) = 0.
(2) dw-0) =d(w) -0+ (—1)"w-d(0) (la identidad de Leibniz).

Nota 4.3 El dlgebra Q*(A) es un algebra diferencial graduada y constituye la
solucion a un problema universal: Para un ADG B* y un morfismo de dlgebras
f: A — BO existe un tnico morfismo de 4lgebras diferenciales graduadas f* :
2*(A) — B* el cual coincide con f en grado 0. El complejo (2*(A),d) se
denomina el cdlculo diferencial universal de A o el complejo no conmutativo de
De Rham of A.

Existe una inclusién que envia Q*(A) hacia 7*(A). Por otra parte, para
cualquier n > 0 existe un operador proyeccion J : T"(A) — Q"(A) dado por
Jap®@a1 ® - ®ay) =agday ...day,.

Una forma diferencial no conmutativa w es cerrada si dw = 0. Decimos que
w € Q"(A) es ezacta si existe n € Q" 1(A) tal que w = dn. El hecho de que
que el complejo (2*(A), d) tiene cohomologia trivial conocido como el Lema no
Conmutativo de Poincaré.

Lema 4.4 Sea A un dlgebra aumentada sobre el anillo A. Entonces toda forma
cerrada w € Q*(A) es exacta.

Demostracion. Sea A : A — A una forma A-lineal con A(1) = 1. Probaremos
que existe una contraccién homotépica 75 : Q%(A) — Q" 1(A). Para definir
Jx expresamos los elementos de Q"(A) como elementos de 7"!(A) usando la
inclusién, luego aplicamos 2, y posteriormente aplicamos la proyeccién J. Asi
para w = apda; . .. da, obtenemos 7y (w) = A(ag)ardasg - - - da, — A(agar) dag - - -
day,. Primero demostraremos que 7 esta bien definida. Obviamente es suficiente
probar que 7y : Q'(A4) — QO(A) estd bien definida. Supongamos que w =
apda; € QY(A),a € Ay a} =a; +a-1€ A. Entonces )(apda)) = A ag)a) —
Maoa)) -1 = Aao)ar — Maga) -1 = ya(apday). Ahora para w = ag day - - - da,, €
Q2"(A) tenemos
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dyx(w) + nd(w) Mao)dardas . . . day, — Aagayr) dldas . . . day,

+A(1)ap dardas . ..da, — M1 -ag)day ...da,

= Ww.

Pero dw = 0. Por lo tanto djy(w) = w. "
Si A = {A,},>0 es un dlgebra simplicial, entonces Q*(A4) = {Q*(A4,)}n>0
es un ADG simplicial. En efecto, si A = {A },,>0, para cada n consideramos el
algebra tensorial
T"(4) = P A%,

p=0

con los operadores 0; : ASP — ASP, y s; 1 ASP — AP definidos asf

3¢(ao®a1®~-®ap)zaia0®8ia1®~~®8iap

y
silap @ a1 @+ @ ay) = $ia0 ® $;a1 @+ @ 8;ap.

En forma similar podemos definir los operadores 0; y o; sobre Q*(A) y tenemos

Proposicién 4.5 Sea A = {A}},,>0 un dlgebra simplicial. Si D es la diferen-
cial sobre T*(A,,), entonces T*(A) y Q*(A) son dlgebras diferenciales graduadas
simpliciales.

Una versiéon no conmutativa del Teorema de De Rham fue probado por
Karoubi en [20]. Karoubi consideré el caso particular en que A, es el cociente
de la A-dlgebra Alxg, z1,...,2,]/(o+2T1+- - -+2,—1). Sean Q*(A,) el dlgebra
de formas no conmutativas sobre A, y A = {A,}n>0. Entonces Q*(A,) es el
algebra no conmutativa generada por los simbolos z; y dx;, 0 < i < n y las
relaciones siguientes

n

n
in =1, Zda:i =0 y zz; =275
i=0

i=0
Luego

Teorema 4.6 (El Teorema no Conmutativo de De Rham) Sean X un
conjunto simplicial, A un dlgebra simplicial sobre un anillo conmutativo A y
O*(X) = Mor (X, Q*(A)). Entonces existe un isomorfismo natural de mddulos
sobre A

H'(Q"(X)) = H'(X; A)
para todo i > 0.

Una versién ligeramente mas general del teorema anterior fue demostrada

por Cenkl en [7] vy [8].
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5 Formas diferenciales no conmutativas moderadas

En [20] Karoubi propuso como problema demostrar el teorema no conmuta-
tivo de De Rham usando integracién asumiendo que el anillo A contenga a los
racionales. En este articulo presentamos una solucién a un problema ligeramente
més general construyendo una version no conmutativa del complejo de Cenkl-
Porter, el cual es construido definiendo una filtracién sobre el algebra de formas
diferenciales no conmutativas Q*(T") sobre T' = ®,>0T;,, donde T}, son los poli-
nomios restringidos al n-simplex A,, (ver Ejemplo 2.4). Esta seccién constituye
un estudio de las propiedades principales de dicho complejo. Para empezar note-
mos que la Proposicién 4.5 implica que Q*(T') es un ADG simplicial. También
establecemos la siguiente notacién: Z, denota el conjunto de los enteros no

negativos; Zﬁ“ es el conjunto de indices multiples @ = (ag, a1,...,a,) con
o €2,y ol =3, o F;arax: (Xoy @1,y Tn) €E Ay y a= (ap,01,...,05),
_ n+1l
€ = (e0,€1,-..,6n) €LY sea
¥ = ajgéoxllll . xZn’
y

dz® = dai da] ... dxp = (dxg)®°(dxq )™t ... (day,)™".

Si A={ai,as,...,a,} C{0,1,...,n} escribimos

g = ngl m3;2 mS:”
(1=24)" = (I—=24,)% (I —2g,)"2...(1—m4,)%r
dz5 = dxi‘il dxzzz . d:z:i‘:f’.

Sea Q,(Z) el algebra de todas las combinaciones lineales de formas diferen-
ciales no conmutativas sobre Z

w =z dz® x2dz? ... 2 dx®T, ;€ € ZT‘l, 1=1,2,...,1,

con 0 < z; <1yl jgz; = 0. Estas son las formas diferenciales no con-
mutativas compatibles con las caras posteriores del cubo I"*! (Ejemplo 2.4).
Si ZZ le;] = p decimos que w es una p-forma (en particular, las O-forms son
polinomios).

Si |lwl|l; = >, (cu; + €i5), definimos el peso de w por [|w|| = max{|lw||; : j =
0,1,...,n}.

Sea QP4(Z) el conjunto de todas las p-formas de ,,(Z) con peso |w|| < ¢
y sea Q5% (Z) = {Q29(Z)}, >0. Observemos que para todos n, p y ¢q, Q2(Z)
es un médulo sobre Z finitamente generado. La siguiente proposicién se deduce
directamente de la definicién de QP:(Z).



146 F. MEJias

Proposicién 5.1 Para todo n > 0, Q5*(Z) = {QP9UZ)},.4>0 es un dlgebra
diferencial graduada con una filtracion.

Fijemos p > 0y ¢ > 1, consideremos a w € QP9(Z) como un elemento de
QOP(T,,) y los operadores 0; y s; sobre w € QP9(Z) como las restricciones de los
respectivos operadores sobre Q*(T). Ademds tenemos que estas restricciones
son morfismos de dlgebras diferenciales graduadas. Entonces

Proposicién 5.2 Q**(Z) = {Q5*(Z)}n>0 es un dlgebra diferencial graduada
simplicial.

Ahora consideremos 0 < z; < 1 para j = 0,1,...,n con Il;z; = 0. Defini-
mos
Qp’q(An) = QZ"](Z) ®z Qq’

dondqu:Z[% .,%] paraq > 1y Qy=Q; = Z. Sean A, 0 <k <nel

k-esqueleto de A, y
QPI(A,, AY) = {w € QPI(A,) : w[ar =0}

Sea QP4(AF) 1a coleccién de todas las combinaciones lineales sobre Q, de formas
diferenciales que son no nulas sobre una cara de dimensién k de A,

Proposicion 5.3 La sucesion
OPI(Ap, AFTY) 5 QPI(AT, AT — 0

es una sucesion exacta de mddulos sobre Qq para todosp >0 yq > 1 (r denota
la restriccion respectiva).

Demostracion. Consideremos w € QP4(A,,, A¥~1) con ¢ > 1. Entonces w es
una combinacién lineal w = ), w;, donde cada w; es no nula exactamente en
una cara F' de AF. Entonces

wlg=0 si G es cualquier k-cara de AF diferente a F.

Si F = F(A,B) (ver Ejemplo 2.4) donde A y B son dos conjuntos disjuntos
A={a,as...;ap41} y B={b1,ba,...,bp_r}con 0<a; <ag < <agy; <
n, 0<by <by<-+<bp<m AUB ={0,1,...,n}, 0 < z; <1, para todo
i€ A Iljcpaz; =0y az;=1forall j € B.
Tenemos w| ai-1 = 0. Por lo tanto w es una combinacion lineal de formas
de tipo
@) et - f () da,

donde f9(z) = 25 (1 — xA)‘”x%l (1—xp)? f;(x) (fj(z) es un polinomio de va-
riable z). Para F' podemos asumir |3 = 0. Asf f/(z) = 2% (1—xA)a2x%1 fi(z).
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Notemos que si |o;| = 0 para i = 1,2 (y para todo j), entonces €;; # 0 para
algun t.

Sobre F tenemos f7(z) = 25 (1 — z4)?2 fj(xa).

Sea G = G(A’, B') otra k-cara de Ak. Si A = A’ entonces existe un i € B
con z; =0, luego fi(z) =0y w|; =0.

Si A # A’ entonces existe un ¢ € A tal que z; = 1. Entonces resulta w|, = 0.

Sea ¢(z) = wp, entonces ¢ € Q%1(A,,). Definimos wj, = ¢ - w. Observemos
que existe un ¢ € A tal que ||wi|l; = 1 < ||wk|l; = g para todo j € B. Por lo
tanto wy € QP9(A,,). Ademds

wk|F(A,B) = ¢|F(A,B) : w|F(A,B) =l w=w.
Si F(A’, B') es otra k-cara de AF entonces tenemos
Wk|F(A’,B/) = ¢|F(A’,B’) . w|F(A’,B’) = ¢|F(A’,B') .0=0.

Si F(E, H) es una (k — 1)-cara de A¥ entonces existe al menos un i € A tal
que i ¢ E. Entonces z; es o bien 0 o bien 1 sobre F'(E, H). to w|pp ) =0y
entonces w|p(p gy = 0. Luego wy, € QPI(A,, AT y wi|ar = w. n

Proposicion 5.4 La sucesion
OPI(A,) 5 QP9(OA,) — 0

es una sucesion ezacta de mddulos sobre Qq, para todos p >0, ¢ > 1 (r denota
la restriccion respectiva,).

Demostracion. Para k = 0 la sucesion
QPUA,) — Qp,q(A(T)L) -0,

es exacta, asi cualquier elemento a € Qg puede ser considerado una forma
w(xg,...,x,) = a (un polinomio constante).
Asumimos por induccién que la sucesién

QPUA,) — QPUOAFT) -0

es exacta. Consideremos el diagrama conmutativo

0 0
! 1
WA, AR 2 QPUAR ALY — 0
ill liQ
ara(A,) 2 are(Ak)y S 0
pll lpz
N e R N
!

0.
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La columna de la izquierda es exacta por hipétesis de induccién. La columna
de la derecha es exacta por definicién. La exactitud de la primera se tiene por
la Proposicién 5.3, luego es suficiente demostrar la exactitud de la segunda fila.
Supongamos que w € QP4(AF).

Caso 1. Si w € kerpy entonces existe w’' € QP¢(AF AF=1) con ir(w') = w.
Existe un w” € QP9(A,,, AF=1) tal que w” = r1(w’). Luego w = is(r(w')) =
ro(i1(w')) y w € imrs.

Caso 2. Si pa(w) # 0, entonces existe w’ € QP1(A,,) tal que p1(w') = pa(w).
Luego

pa(w = 72(w)) = p1(w)pa(r2(w)) = p1(w’) = pa(ra(w)) = 0.

Asi W' — r9(w') € kerpy, entonces w’ — ro(w’) € imry (por Caso 1), luego
w € Imrsy.
Finalmente para k = n — 1 tenemos A1 = 9A,,. Asi, la sucesién

QPUA,) — QPI(IA,) — 0

es exacta. L]
Ahora demostramos que para todo g > 0 el complejo Q*(A,,) tiene coho-
mologfa trivial. Sea A : T'— Z una forma lineal cualquiera con A(1) = 1. Para
cadap > 0, sea 7 : QP(T) — QP~Y(T) la funcién definida en w = fOdf!...df? €
QP(T) por
@) = AP A dfP = MOF) df? .

Entonces 7 es una contracciéon homotépica (Lema 4.4). Consideremos Q79(A,,)
como un submédulo de QP(T,,) y 7 restringida a Q”9(A,,). Supongamos que

w=ax%dx® ... 2% dax*" = Zfodfln-dfp.

Observemos que ||x(w)||; < [|w]|; para todo j. Por lo tanto |7\ (w)]| < |lw]| < ¢
v a(w) € QP=L9(AL). Ast gy - QP9(A,) — QP7L9(A,) es una contraccion
homotédpica (por el Lema 4.4).

Siw € QP9A,) y dw = 0 decimos que w es cerrada. Decimos que w es

ezacta si existe n € QP~19(A,,) tal que w = dn. Entonces tenemos el siguiente
Lema 5.5 (El Lema no Conmutativo Moderado de Poincaré) Siw estd

en QP9(A,,) y es una forma cerrada, entonces w es exacta.

6 Integracion de formas no conmutativas moderadas

En esta seccién presentamos la integracion de formas diferenciales no conmuta-
tivas moderadas y usamos este concepto para definir un morfismo de médulos
sobre Q4 I : Q%1(A,,) — C*(A,; Qq). También establecemos y demostramos
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una version no conmutativa del teorema de Stokes la cual nos permite utilizar
a I para inducir un morfismo de complejos el cual juega un papel importante
en el teorema de De Rham.

Sea Q**(A,) el dlgebra de las formas diferenciales no conmutativas mode-
radas con variables xq, Z1,...,ZTy.

Sea T**(A,) el algebra de las formas diferenciales de Cenkl-Porter con
coeficientes en Q, sobre el cubo estdéndar I"*! C R"™*! . Definimos F :
QPa(A,) — TPI(A,) como sigue: si w € Q9(A,) o w = dz; € QV1(A,)
entonces F(w) = w; if w = fOdft...df € QP9(A,) para p > 1, luego
F(fOdft...dfP) = fOdf' A...AdfP. Entonces F : QP9(A,,) — TP9(A,,) define
un morfismo de médulos sobre Q . Observemos que para todo p > 0 tenemos

F(fOdft...dfP) = F(f°) F(df') A... A F(dfP).

En particular si w € QP29 (A,) y n € QP2%2(A,,) entonces F es un morfismo
de algebras, es decir
Flw-n) = F(w) AF(n).

Para demostrar esta identidad es suficiente considerear w = fOdf!,n = ¢%dg"* €
QNT,).

Férmulas explicitas para calcular F(w) se muestran en [30]. Similarmente,
las siguientes proposiciones son casi obvias.

Proposicion 6.1 El diagrama

ara(A,) S arrlaa,)

Fp l l FPJFl
Tp,q<An) LA Tp-&-l,q(An)

conmuta para todo p > 0.

Proposicién 6.2 Seap > 0,q > 1. Ifw € QPUZ). Si G es una p-cara de A,
entonces

/GF(w) € Q.

Ademés F es una funcién simplicial. Si w € QP9(A,) y 0: A, — A, es un
p-simplex definimos la integral de w sobre o por

Jo=[Fe - /A o F(w).

Sio =) ,0,®a; € Cp(An;Qq), entonces la integral de w sobre o esté

definida por
/w = Zai/ w.
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Proposicién 6.3 (El Teorema no Conmutativo de Stokes) Sea o una p-
cadena sobre A, y supongamos que w € QP9(A,,). Entonces

/dw:/ w.
o do

Demostracidn. Supongamos que w € QP9(A,) y sea o : Ay, — A, un p-simplex.
Por la Proposicién 6.1 y por el el teorema (cldsico) de Stokes tenemos

/wa:/gF(dw):/Ud(F(w)):/%F(w):/aaw. .

Denotemos por (C*(Ay; Qq), 6) el complejo estdndar de cocadenas sobre A,
con coeficientes en Q. Sea

I:Q%9(A,) — C*"(An;Qq)
el morfismo de médulos sobre Q, definido asi: dadas ¢ € Cp(Ap;Qq) vy w €
OPa(A,,)
I(w)(o) = / w.
El teorema de Stokes implica que I es una morfismo de complejos de cocadenas
y ademads tenemos que el siguiente diagrama conmuta

QPI(A,_) e aPaA,) S (A

l l !
CP(An 15Q,) <= CP(A;Q,) 5 CP(Ani1;Qy),

para 0 < i < n. Entonces I es una funcién simplicial.

Proposicion 6.4 FEl diagrama

0 —  QPIAL A 5 QPI(Ay) D QPIOA,)  — 0
! | ! !
0 — CP(AROAKQ,) — CP(AKQ,) — CP(0AKQ,) — O,

conmuta para todo p > 0, ¢ > 1. (Los operadores i y r son las inclusiones y
restricciones respectivas).

Demostracion. Sean o € Cp(Ag; Qq) y w € QP 9(Ay, 0Ay), entonces r(w) =
r(i(w)). Luego

@)@ = [ i = [ et / o / oy )

Por otra parte tenemos

1(r())(0) = I(0)(r(w)) = / rw) = / Wlpa, = / eI .
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7  El teorema no conmutativo moderado de De Rham

En esta seccion construimos el complejo moderado de De Rham o el complejo
no conmutativo de Cenkl y Porter sobre un conjunto simplicial de tipo finito.
Seguidamente usamos las versiones no conmutativas del Lema de Poincaré y del
Teorema de Stokes para demostrar una versién no conmutativa del Teorema de
De Rham.

Sean X un conjunto simplicial de tipo finito y X, la coleccion de n-simplices
no triviales en X. Una forma diferencial no conmutativa tipo (p,q) sobre X es
una funcién simplicial w : X,, — QP*9(A,,) (en otras palabras w es una funcién
tal que para cada G € X,, y cualquier cara F' de G, w(F) es la restriccién de
w(G) a F). La coleccién de todas estas formas se denota por QP9(X).

Para una p-cadena o =Y, 0,®a; € Cp(X;Qq), 0i : Ap — X yw € QP9(X)

definimos
/w—Zaz/ w|m

as{ podemos definir la funcién I : OP4(X) — C?(X;Qq) por

Entonces

Por otra parte

i (@)(0) = L)) = [ dal,.

p

Asi la integracion induce un morfismo de complejos de cocadenas. Entonces
tenemos el siguiente

Teorema 7.1 Sea X un conjunto simplicial de tipo finito. Entonces para todo
q > 1 la funcion

I:H(Q9(X)) S H(X;Q,),

inducida por integracion es un isomorfismo de médulos sobre Qg4 para todoi > 0.

Demostracion. Usamos induccién sobre los esqueletos de X. Para k = 0 el
enunciado es cierto porque

Do , sii=0, ; , sii=0,
H(Q’q(X)){%q sii>0 Y H<X;Qq){%q sii >0,

Supongamos que el enunciado es cierto para los esqueletos de dimension ¢, X
de X para / < k.
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Por la Proposicién 6.4 se sigue que el diagrama

0 — Q*’q(Xk,Xk_l) — Q*’q(Xk) — Q*’q(Xk_l) — 0
I\ I I
0 — C"(Xk, Xk-1;Q¢) — C"(XrQq) — C'(Xk-15Q4) — 0

es conmutativo. Entonces el siguiente diagrama conmuta

e HIEL(Q99(X 1)) 5 HUQ59 (X, X 1)) > HY(Q59(X)) — HI(Q5( X 1)) —
1] Kl 1] 1]
v HTYX 15Qq) 2 HI(Xk, Xk1,Qq) — HI(Xp;Qq) — Hi(Xk 1;Qq) —---

Las filas son exactas e ¢ es un isomorfismo por hipétesis. Probaremos que
£ es un isomorfismo. Sea {Ag ; : j € J} el conjunto de los k-simplices de Xj.
Entonces

Q*’q(Xk, Xk—l) = @ Q*’q(AkJ’, 8Ak7j)

J

C* (Xps Xi-15Qq) = @D C* (A 5, 041,55 Qq)
J
son isomorfismos de médulos sobre Q,. Entonces es suficiente probar que la
integracién induce un isomorfismo

I: Hi(Q*’q(A/C, 8A,€)) — H7(C*(Ak, 6Ak, Qq))
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo (Proposicién 6.4)

0 —  QPUALOAL)  —  QPUAY)  —  QPI0Ar)  — 0
Il Il I]
0 — CP(Ar0AkQq) — CP(AkQq) — CP(0AKQq) — O,

La primera fila es exacta por la Proposicién 5.4.

s HTYQY(0AR)) 5 HU Q79 (Ag, 0A)) > HI (Q9(AR)) — H (Q9(0A)) — - - -
1] Kl 1] 1]

o HTHOAKQq) S HI(Ak085Q) > H (A Qy) — H'(0A15Q,) -

Por lo tanto I es un isomorfismo por el “Lema Cinco”®. L]

Finalmente, aplicando el teorema de Kiinneth concluimos con nuestra versién

generalizada del teorema de De Rham. Sea M un médulo sobre Q, y sean

1¢“the five lemma” es un resultado clasico en 4lgebra homoldgica y topologia algebraica, y
algunas veces se encuentra en el estudio de médulos. El nombre esta sugerido porque se trata
de dos sucesiones con cinco médulos cada una y a partir de informacién sobre la exactitud de
las sucesiones y cuatro de los morfismos verticales se deduce que el morfismo vertical central
es un isomorfismo. Ver e.g., [24, p. 169], [27, p. 14 y 365] y [36, pp. 185-186]
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w=nRacWPUX)@M,yo=00b¢e C,(X;Q,) ® M. Entonces la integral
de w sobre o esta definida por

Lw:[(n)(G)-a@szn-a@b.

Asi la integracién define un morfismo de médulos sobre Qq, I : W9(X)Q M —
C?(X;M). Entonces tenemos

Teorema 7.2 Sea X un conjunto simplicial de tipo finito. Entonces para q > 1

y para cualquier modulo M sobre Q, existe un isomorfismo natural de modulos
sobre Qg

HI(Q9(X), M) 2 H(X; M)
para todo © > 0. El isomorfismo es inducido por integracion.

Sea f : M; — My un morfismo de médulos sobre Q,. Entonces para cada
p > 0, f induce dos morfismos de médulos sobre Q, f* : H (QP9(X), M;) —
H{(QP9(X), M) y f*: H(X; M) — H(X; Ms). La palabra “natural” en el
teorema anterior significa que el diagrama

Hi(QP(X), M) 5 Hi(X; M)
[l Lfr
Hi(QP(X), M) 5 Hi(X;M,)

conmuta para todo p > 0, ¢ > 0.
Como mencionamos anteriormente, se pueden utilizar la técnica de Cartan

para demostrar la existencia de un isomorfismo H*(*(X)) = HY(X;\), para
un anillo conmutativo A con elemento neutro. Dos demostraciones ligeramente
distintas de este hecho se encuentran en [7] y [8]. El teorema no conmutativo
de De Rham demostrado por Cenkl es una generalizacién del resultado que
Karoubi present6 en [20]. En ese mismo paper Karoubi presenté como problema
la versién del teorema de De Rham como lo hemos presentado aqui.

8 Ejemplo

Concluimos este articulo con el examen de un ejemplo concreto para ilustrar
el papel del teorema de De Rham y para apreciar mejor la diferencia entre las
técnicas en Geometria no Conmutativa y su contraparte clasica. Otros ejemplos
similares se encuentran en [30].

Ejemplo 8.1 Consideremos el complejo Q*3(S?) de formas no conmutativas
moderadas de peso < 3 sobre la circunferencia S'. En este caso el anillo sobre el
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cual se consideran las dlgebras es Qo = Z[%, %] Resulta fécil (aunque un poco
largo) verificar que H?(Q*3(S1)) = H(S', Q3) = Q3 y que H' (Q*3(S1)) =
H1(517 Q3) = Q3

Consideremos la triangulacién de S* con 0-simplices vg, v1 ¥ v2, v 1-simplices
€g, €1 y ez orientados en sentido antihorario. Podemos considerar cada 1-
simplice e; como la imagen bajo una funcién continua e inyectiva ; : A; — S1.
Sea ¢; =11 :e; — Ay, i=0,1,2 (recordemos que el 1-simplice A es consid-
erado como la unién de las dos caras posteriores del 2-cubo I? en R?, como en
el Ejemplo 2.4.

Ahora supongamos que w € Q23(S!), es una funcién simplicial tal que
w(e;) = w; € Q23(A1) = B2*(Z) ® Qs, con

wo(wo, 1) = agdzd + ay dx? + agwo dzd + azry da? + aly dwd o + afy dx? x4
wi(Yo,y1) = bodyg + b dyi + bayo dyg + bayr dyi + b dys yo + by dyi v
w3(20,21) = codzg +c1dz? + cazodzd + c3z1 d2? + chydzd 2o + ¢y d2d 2.
Entonces

wo(wo, 1) = agdzd + azda? + abydad + afy das

wi(Yo,y1) = badys +bsdyd + by dyg + by dy}

w3(z0,21) = cadzd +c3ded +chdzd + chda.

Por lo tanto si dw = 0 tenemos a; = —a}, b; = b} y ¢; = —c}, para i = 1, 2.

Luego dimker(d : Q%3(A;) — Q33(A;1)) = 12. Similarmente se puede verificar
que dimim (d : Q13(A;) — Q23(A;)) = 12, de donde H?(Q*3(S1)) = 0 =
H?(S', Q3).

Ahora supongamos que 7 € Q>3(S'), es una funcién simplicial tal que
ne;) =n; € B3(A)) = Q2*(Z) ® Qs, con

(o, 1) = agdzd + ay daf
m(yo,y1) = bodys + by dy3
m3(20,21) = codzg +c1d2f

Por lo tanto n = d¢, donde ¢ € 2%3(A;) es del tipo

Co(wo,z1) = %wo dxz3 + @ dwg o dro + %dm% o
+% dz? + “dxy 2y doy + %dw% 1
Glyo, ) = 2yodyd + % dyoyo dyo + 2dy? yo
+ 8y dy? + % dysyi dyy + S dyd
(3(20,21) = D20 dz=2 + D dzg 2o dzo + %‘szg 20

+% 21 dz3 + Fdz z1dz + %dz% 21.

Por lo tanto H3(Q*3(S1)) = 0= H3(S!,Q3) (note que 3 es invertible en Q3).
Finalmente, notemos que H*(Q*3(S1)) = 0 = HY(S',Qs3) es trivial para
todo i > 3, pues si § € Q*3(S1), entonces 6 = 0.
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Notas

Concluimos este articulo con algunos comentarios que pueden servir de guia al
lector interesado en mas detalles sobre el tema.

Primeramente, una descripcién interesante de la evolucién del teorema clésico
de De Rham y su importancia en el desarrollo de la Topologia, asi como del de-
sarrollo histérico mismo de esta disciplina matematica durante la primera mitad
del siglo XX, se encuentra en el excelente libro de Dieudonné [15]. Un estudio
detallado del teorema de De Rham en el contexto moderno se encuentra casi
en cualquier libro basico de Geometria Diferencial o de Topologia Diferencial,
asi que los cldsicos de Spivak [37] y Warner [39] son suficientes. Por supuesto,
un libro que resulta de gran valor es el original de De Rham [34] (dicho sea de
paso, existe una versién en inglés por Springer-Verlag, 1984).

Para un estudio de teoria de cohomologia los libros de Cartan y Eilenberg
[6], Mac Lane [27] y Spanier [36] son fuertemente recomendados. Para la
lectura de estos tres libros conviene tener al alcance algtun libro sobre teoria de
categorfas, como por ejemplo el de Mac Lane [26]. alli encontrara el lector algiin
material sobre objetos simpliciales, pero si se necesita algo més especializado el
libro de May [29] serd de gran ayuda.

El teorema de De Rham demostradé por H. Cartan fue publicado en la
Nota [5] (con mayores detalles se encuentra desarrollado en las notas de curso
de Cenkl [7]). La primera versién del teorema no conmutativo de De Rham
desarrollada por Karoubi aparecié en [21]. Para algunas de sus aplicaciones
puede consultarse los trabajos de dos de sus discipulos: la tesis de Battikh [3]
y la Nota de Mouet [32].

El desarrollo de la Geometria no conmutativa es, principalmente, obra de
Connes, quien presenta sus ideas originales en el cldsico [12] y que posterior-
mente amplié en [13]. Algunos intentos notables se han realizado para presentar
el tema (o algunas de sus partes) en forma més “simplificada,” en particular se
encuentran los trabajos de Gracia-Bonda, Varilly y Figueroa [17], Kassel [22] y
Madore [28]. Para algunas aplicaciones resultan muy interesantes los articulos
de Baez [1] y [2] v, por supuesto, el de Connes [14].

El estudio de formas originales ctbicas con aplicaciones del teorema mo-
derado de De Rham se encuentran en los trabajos de Cenkl y Porter [10,11].
El estudio de las propiedades del denominado complejo de Cenkl y Porter fue
publicado como notas de un seminario desarrollado por Scheerer, Schuch y Vogt
en [35]. En ese mismo trabajo se introduce el complejo de corrientes modera-
das de De Rham (duales algebraicos de las formas moderadas) y se demuestra
un teorema de De Rham para homologia. Siguiendo esa idea, Mejias en [30]
construye una version no conmutativa del complejo de corrientes moderadas de
De Rham y demuestra el correspondiente teorema para homologia después de
haber aplicado técnicas similares a las de Cenkl y Porter para la exploracién
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del complejo de De Rham de formas diferenciales no conmutativas moderadas,
tal como se presentan en este articulo.
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Completeness conditions in certain Weyl
complexes, combinatorics and parsimony

Mari Sano *

Abstract

We describe the combinatorial relationship between different com-
pleteness theorems in certain Buchsbaum-Rota resolutions of Weyl mod-
ules. In particular this gives a completely elementary, combinatorial de-
scription of this Buchsbaum-Rota construction that shows that it is a
resolution.

1 Introduction

The context of this work is the Buchsbaum-Rota program of constructing res-
olutions of Weyl modules in a characteristic free setting, using Letter-Place
methods.

The study of resolutions of Weyl modules has several motivations: the repre-
sentation theory of GL(n) [3], where the Giambelli and Jacobi-Trudy identities
appear in the guise of Euler-Poincaré characteristic of the resolution; the study
of determinantal ideals [4, 5, 2, 12], intertwining numbers [5, 6] and the invari-
ant theory of GL(n), all in a characteristic free context [9]. We are specially
interested in the use of Letter-Place methods, which in several instances have
been essential in cutting down the amount of computation needed to arrive at
the desired resolutions.

In [8], Buchsbaum and Rota constructed a characteristic-free resolution over
the Schur algebra of 3-rowed Weyl modules with at most one triple overlap,
using Letter-Place methods and a generalized bar complex. The fact that the
Buchsbaum-Rota complex is a resolution is proven through a highly indirect
proof, using the fundamental exact sequence.

The series of papers [14, 15] and the present one is an attempt to understand
this resolution in a more elementary, combinatorial way. The usefulness of this
understanding lies in the fact that the general program is to construct resolu-
tions for all Weyl modules using Letter-Place methods; a deep combinatorial

*Supported by CNPq post-doctoral grant no. 150118/2003-1
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understanding of the known resolutions is a neccessary step for this program to
succeed.

The main objective of this paper is to describe the combinatorial identities
relating the different “Completeness theorems” produced by the author in the
study of the Buchsbaum-Rota resolutions of 3-rowed Weyl modules ([14, 15]);
this combinatorial relationship gives a neat way of organizing the computation
that implies that d? = 0, and therefore gives a completely elementary proof of
the fact that the Buchsbaum-Rota construction is a complex and, by the ho-
motopy constructed in [15] assuming d? = 0, a resolution; in short, [14, 15] and
this paper gives a proof of the Buchsbaum-Rota resolution that uses exclusively
the combinatorics of the divided powers and the polarization operators applied
to bistandard bitableaux. Let us remark in the standard bar complex, the proof
that it gives a resolution also goes through these two stages: constructing the
homotopy, and then showing that it is, in fact, a complex (cf. [13], page 287).
Thus the sequence of papers [14, 15], with the weak and strong completeness
theorems, plus the present one, can be seen as the analogous process for this
particular Buchsbaum-Rota generalized bar complex in Letter-Place methods.

Let us describe this sequence of papers [14, 15] and this one in somewhat
more detail:

In [14], a basis for the syzygies of the Buchsbaum-Rota resolution was con-
structed under certain conditions; a fundamental element of the construction
is the division of the basis of each term in the resolution into two complemen-
tary subsets, the essential and non-essential elements. This division satisfies
two conditions: the completeness condition, that roughly says that there are
“enough” essential elements, and the rank condition, that says that there are
just enough of them.

Then in [15], it was realized that a strong form of the completeness theorem
would produce a splitting contracting homotopy for the Buchsbaum-Rota com-
plex, (not assuming that it is a resolution) thus giving a more elementary proof
of the fact that the complex is a resolution.

For a more precise description of these completeness theorems, see section 3.
In this paper we show that certain terms (the “essential correcting terms” M,
and M, of section 3) in the completeness theorems, which look very different in
the strong completeness theorem of [15] compared to the terms in the weak com-
pleteness theorem of [14], are in fact equal. As we have said, this equality will
show that the Buchsbaum-Rota construction is a resolution without assuming
anything at all.

The paper is organized as follows: in section 2 we give the minimum back-
ground neccessary on Letter-Place and generalized bar complex construction of
[8] to carry out the computations. Then in section 3 we describe briefly the
Weak and Strong Completeness Theorems proved in [14] and [15], respectively.
In that section we also hope that the examples given shed some light into the
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heuristics of how to find the essential/non-essential partition and its relation
to the “parsimony principle” mentioned in [9]. And finally in section 4 we
show how these completeness theorems are related via combinatorial identites,
in particular showing that d? = 0. Section 5 contains some concluding remarks.

A remark on notation. Sometimes, such elements -especially linear combi-
nations of them- do not fit in a single line. In such cases what should be a single
line splits into several lines in order to fit the printed page. Also, the binomial
coeffcient (ﬁ) will be denoted by the more compact version BY.

2 Notation and Preliminaries

In this section we give a very brief introduction, in fact just setting the notation,
to the Buchsbaum-Rota resolution of 3-rowed Weyl modules using Letter-Place.
For more in-depth descriptions, the reader can look at [11] (Letter-Place), [9],
[14].

Letter-Place is a symbolic method which generalizes the ordinary algebra
of polynomials in a set of A variables with integer coefficients. The set A is
the union of three disjoint subsets AT, A° and A~; whose elements are called
positively, neutral and negatively signed. These variables satisfy the following
rules:

1) Positively signed variables act like the divided powers. (Recall that the
divided power functor is isomorphic to the symmetric powers in characteristic
zero but not in general characteristic, [1])

aDql@) = Bitig(it)

inG) — @Y g
(@) =Sy

and

(a+b) = Z a k)

j+k=i

These variables and their divided powers commute.

2) Neutral variables behave like ordinary polynomial variables; in particular
they also commute.

3) Negatively signed variables satisfy the rules of ordinary exterior algebra:
ab = —ba and a? = b? = 0.
We take the following discussion of Letter-Place from [9]:
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The main idea is to note not only the basis elements of a given tensor
product, but also to keep track of their “places”. Thus we have the positive
alphabet, or basis of the underlying free module, and we also have a ‘place
alphabet’ of positive places. For example, an element w @ w’ € D, ® D, would
be written, in letter-place algebra, as (w|1®))(w’'|2(?)) to indicate that it is the
tensor product of a basis element of degree p in the first factor, and one of
degree ¢ in the second. This is then written in double tableau form as

w 1(®)
w | 2@ |-
In this paper, instead of denoting the place alphabet by 1, 2,3, ..., we denote
it by a,b,c... (thisis in order to be consistent with the notation in [7] and [8]).
Let us also use the symbol (v|a(™b(®)) to denote 3 v(r) ® v(s), where this

stands for the diagonalization of the element v € D, into its image under the
diagonalization map in D, ® D,,. Then we also have double tableaux

which means the element ) w(p) ® w(k)w’ € D, ® D,. Ordering the basis
elements of the underlying free module and the place alphabet as well, we can
now talk about ‘standard’ and ‘double standard’ tableaux. By the standard
basis theorem ([11]), the set of double standard tableaux form a basis for D, ®
D,. In a similar fashion, the Letter-Place language is used in Dy, ® Dy, ® -+ ®
D,,. where the ‘places’ run from 1 to n., and also with mixed products of divided
and exterior powers, and negative and positive places. In this article, we will
work mainly with three factors, so that our place alphabet will be {a, b, c}.
We will be working mainly on the set of standard tableux

wW a(n) b(Ul) C(Pl)
w’ blo2)  cle2) , where a < b < ¢ are positive places
W// C(pS)

In this set, the polarization operators are given by

1%7%4 am  plon)  ple1)
DIEI;) w’ plo2)  o(p2) =
W” c(p3)

w am=k)  plktor) (1)
Byter [ wr | plo2) cle2) ,
W/, C(PS)
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157 am  plon)  ole1)
DEIZ) W/ b(UQ) C(pZ) e

W’ | ¢p3)
& 1774 am ploi—i) clit+p1)
Z B/l')—‘-m B}’;—sz W’ ploa—k+i) o (k—itp2)
1 2 ’
i=0 W | clps)

W am  plon)  ole1)
D((:’;) w’ plo2)  o(p2) =
W// C(pS)

W am=Fk)  plor)  o(k+p1)
Bﬁf”l W’ | ble2)  cle2)
W" C(PS)

Let us describe the Buchsbaum-Rota resolution of 3-rowed Weyl modules
using Letter-Place and the differential bar complex of [9]:

ty | | »p
ta | | q

L] r

where the number of triple overlaps is at most 1, i.e., r —t; — t < 1. Here,
from [8], we have a resolution

dp d d d
-—>Pk—k>---—>P3—3>P2—2>P1—1>P0—>K)\/H

modeled on a subquotient of the differential bar complex as follows: consider free
bar module Bar(Super(L|{a, b, c}), A(Zva, Zebs Zea), {x, y}), where we denote by
Super(L|{a,b,c}) the letter-place algebra with the places a,b,c we have been
working with,  and y are two separators. The algebra A(Zyq, Zeh, Zea) is the
associative noncommutative algebra generated by the variables Zpq, Zep, Zea,
subject to the commutation relations Z.,Zop = ZepZeq and ZeqZpy = ZpaZca-
The algebra A(Zya, Zeb, Zea) acts on the module Super(L|{a,b,c}) by letting
Zpa, Zep and Z., act like the polarization operators Dy,, Dep and D.,.
Let us impose now the relations

«

RS WP
k=0

ca

Zeak = X ¢y,

ZCbJL‘ = JUZC{,
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The module Py, is freely spanned by all elements of the form

%% al™  plon)  ple1)
Z(Efl)y...ngjA)yZégl)a:...leSs“)x W’ | ble2) c2) ,
W” C(pS)

where all the integers «; and 3; are positive, 51 > t2 + 1 and o > ¢1 + Zj Bj,
T=p+>; 04, 01+02q+> B =>4, pr+petps=r—>,; B and \+p =k

The boundary operator is 9,49, given by place polarization by taking away
the separators. Let us do an example to describe how this boundary operator

works:
1774 alpraitaz)  plor)  (p1)
e B I D
WI/ C(PS)

%% apta)  plastor)  (p1)
Btz 7y zley [ wr | gl eler) -

W” C(PS)
17,74 a(p+a1+0¢2) b(0'1) C(pl)
Bglﬁ-az ngl)y2£f2)yzés1+a2)m w! plo2) o(p2) n
w" c(p3)
B2 k ' ‘ ‘
DD BRIBp Bz yzy T ez
k=0 j=0
w aPtortas—PFatk)  plor—k+j)  (p1+62-7)
W' | blo2—d) o(pa+3) _
w" c(p3)
17,74 a(p-i-ou +asz) b(ol) C(pl)
Bgi+52 Zc(fl+ﬁ2)yZlEZél)xZ§2¢2)x w! p(2) op2)
w" c(p3)

3 Completeness conditions

The main tool in [14, 15] is the division of the canonical basis of bistandard
bitableaux of each module P; in the complex in two complementary subsets, the
“essential elements” and the “non-essential elements”, so that P, = FE;_1 & N,
P; D E;_1 = span(essential elements), P; D N; = span(non-essential elements)
in P;. the essential elements are those which
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e Have at least one Zlga) variable in front, and no b in the first row.

e Have only Zég) variables in front, no c¢ in the first row, and o < t;.

And N is the complement of the &£_; in the canonical basis of P;, that is,
non-essential elements are those which

e Have at least one Z,Sa) variable, and b appears in the first row.
e Have only Zii;) variables, and either ¢ appears in the first row, or o > ¢;.

For example in the first level a basis for P; is given by bistandard bitableaux

of the form
W aPte)  plor)  (p1)

Zlgg)x W/ b(UZ) C(p2) ,
W/I C(p3)
where a > t1, 01 + 09 = q¢— « and p; + p2 + p3 = r, and

W a(p) b(Ul) C(pl)
ZPy [ wr | ple) cle2)
W// c(pii)

where 8 >t + 1,01 +00o=q+ B and p1 + p2 + p3 =71 — 0.
The essential elements &y are the elements of the form

1574 aPta) (1)
Zb(g)x W/ b(qfa) C(PZ)
W// C(pS)

where a > t1 + 1 and p; + p2 + p3 = r, plus elements of the form

Wl a®  pletB)
Zc(f)y W' | pla—o) o)
W” C(p2)

where B >to+1,g—p <o <t;and py +p2 =71 — .
And the non-essential elements N7 are given by the complement of &.

This partition satisfies the following:
eWeak Completeness Condition: [14]: Given a non-essential basis el-

ement T, € N;i1, there exits an explicit M, € F; such that d; 1(T,) =
div1(My).
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eStrong Completeness Condition [15]: Given a non-essential basis el-
ement T, € N;i1, there exists an explicit C, € F;11 such that d;12(Cy) =
T, — M/, where M/, € E;.

Let us remark that the word “explicit” is an essential part of both theorems.

Note that assuming d?> = 0 the Strong Completeness Condition implies the
Weak Completeness Condition. The terms M, and M/, are called the essential
correcting terms, and the main Theorem states that they are equal and its
consequences. Many computations in this theory are done modulo essential
correcting terms (e.g. the main construction of [15])

The Weak Completeness Theorem (i.e. showing that the Weak Completeness
Condition hold for the resolution at hand) is used in constructing a basis for
the syzygies by setting z, = d;11(€4); the set of z, € P; where ¢, ranges in the
essential basis elements of P11 forms a basis for the syzygies ([14]).

The Strong Completeness Theorem is then used for the construction of the
homotopy: define s;11 : Pix1 — Piy2 by s;41(Ty) = 0 if T, is essential; if T,
is non-essential then s;11(7T,) = C, where C, is as in the Strong Completeness
Condition above. The proof that s; forms a splitting contracting homotopy
reduces to showing that s;d;;1(e) = € for essential elements e, which follows
from lemma 1 of [15], and the non-essential case then follows from the fact that
d? = 0 and the construction.

Let’s do an example to ilustrate how the Weak and Strong Completeness
Condition works in practice:

Example. Given the following non-essential basis element

%% a® plert+B)  (p1)
ng)y W' | pla—o)  ale2)
W” C(p3)

where 01 > t1, 8 >to+ 1, p1 + p2 + p3 =7 — B and p; > 0, we have that

1574 a®) plortB)  olp1)
dy (Zﬁl’?)y W' | bla—o)  elp2) ):
WI/ c(pS)
8 %% alproi+i) . (B4p1—i)
dy <Z Bffpl*iBfﬁiZégﬁi)x W' | pla—oi—i)  lp2ti) )

i=0 w?" c(ps)

Ié] W a(p) b(0'1+i) C(ﬁ“!‘pl_i)
SO BEeiprti W | paeis) lert)
i=0 w” c(ps)

Note that two different elements give the same element under the boundary
map. Sometimes we can get an element either by taking away exponentials
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from b’s and putting it in ¢’s or taking away exponential from a’s and putting
it in b’s. The “principle of parsimony” states that we should try to get a given
element with the least amount of work possible; thus in this case the essential
elements are chosen as the ones that take exponential from a and put it into b;
that is for this hind of bitableuax the essential element are the ones of the form

W a(p"l‘a) C(pl)
Zé:)cc w’ pla—a)  (p2)
W” c(pS)

where a > t1 + 1 and p; + p2 + p3 = r. Then the example just provided shows
that the elements of the form

%% a® plert+B)  (p1)
ZPy | w | pla—e) e
W” C(p3)

where 01 > t1, 8 > ta+ 1, pr + p2+p3s =r — [ and p; > 0, are “redundant”
for the boundary map, that is, non-essential. In this case,

) 1574 aPtoi+i)  (p1+6-1)
M, = ZBglﬁﬁﬂBg;Jrizéglﬂ)x w' | plamei=i)  a(p2)
=0 W” C(pS)

Let us use the same kind of bitableaux to illustrate the Strong Completeness
Condition. For that non-essential element we also have that

1774 aPtoitB) (1)
dg(Zéf’yzé;’l*% W' | paon o) ):

WN C(pS)
1574 a®) plortB)  olp1)
Z(Ef)y W/ b(qfo'l) C(p2) —
W” c(pS)

B . w qptoiti)  (p1+B—1)
S pptimiprarigit iy W | plame=d )
=0 W” C(pS)

The previous equation is taking this game one step further, that is the non-
essential element of the form

1574 a® plert+B) (1)
ZOy [ wr | bl cle2)
W// C(PS)
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where 01 > t1, 0 > ta+ 1, p1 + p2 + p3s =r — B and p; > 0, can be reached by
the boundary map applied to an essential level one level higher modulo essential
element. In this case,

A W qPtoi+i)  (p1+B—i)
M}, =3 BoOTiprtiZ g | W | plame) e
=0 WI/ c(pS)

Note that in this easy example there is nothing to prove, that is, M, = M,
directly. In the general case they look quite different but Theorem 1 shows their
equality.

4 Combinatorial equivalence of completeness conditions
Let us recall the completeness conditions of the previous section:

eWeak Completeness Condition: Given a non-essential basis element
T, € Nii1, there exits an explicit M, € F; such that d;y1(T,) = diy1(My,).

eStrong Completeness Condition: Given a non-essential basis element
T, € Nii1, there exists an explicit C' € E;y1 such that d; 2(C) = T, — M/,
where M/ € E;.

We have the following theorem, that relates the Weak and Strong Complete-
ness Conditions in a combinatorial way.

Theorem 1. For all a parametrizing non-essential elements T, the linear com-
bination of essential elements M, of the Weak Completeness Condition is equal
to the linear combination of essential elements M/ of the Strong Completeness
Condition.

Before we prove this theorem, let us notice the following
Corollary. The Buchsbaum-Rota sequence satisfies d* = 0.

Let us show the corollary: we call it a corollary because Theorem 1 is the
last step in a series of purely computational facts that imply that d*> = 0 and
then that the Buchsbaum-Rota sequence is a resolution. The merit of this way
of arriving at this is that both the completeness condition plus Theorem 1 rely
purely on elementary combinatorial computations instead of, for example, the
homological considerations of the fundamental exact sequence of [9)].

Let us show how the corollary follows from these results:
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1. The Weak Completeness Condition implies that it suffices to show that
d? = 0 for essential basis elements.

2. d? = 0 for linear combinations of essential elements that are in the image
of the homotopy s;y1 : Piy1 — P42 indeed, the image of s;4; is spanned
by €n = 8i+1(Tw), To, € P;11 non-essential basis element. But d;;2(€,) =
T, — M/, as above. Then theorem 1 says that d; 2(eq) = Ty — M, where
M, is of the Weak Completeness Condition, which satisfies d;1(T,) =
d;y1(M,). Therefore for such elements d? = 0.

3. The homotopy condition applied to essential elements reads s;d;;+1(€) = €
when € € E;. This is shown in [15] without assuming d? = 0 (but d = 0
is needed to show the homotopy condition sd + ds = 1 for non-essential
elements). This implies that the image of s; spans the essential space F;.

O

Proof of Theorem 1

We will do the prove in a pedagogical sequence, first we will show that
M, = M/, (corresponding to the non-essential element T, ) for the level one and
then for the general level.

Level one. In this level we will have three cases, corresponding to the
different ways in which an element can be non-essential.

Case 1.For non-essential elements of the form

W qpta) plor)  o(p1)
Zlgg)x W/ b(qfafo'l) C(P2) ,
W” C(pB)

where a > t1, 01 > 0 and p; + p2 + p3 = r, the corresponding

W a(P'f‘OH-O'l) C(Pl)
M, = M/, = Beto1z%o) g [ | pla—a=en)  (le2)
W” c(p3)

Case 2.For non-essential elements of the form

1574 a® plort+B)  o(p1)
Zc(f)y W/ b(qfo'l) C(p2) R
W' | ¢(p3)

where 01 > t1, 8 > to+1, p1 > 0 and p; + p2+ p3 = r— 3, the corresponding
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3 w a(PJrUlJrﬁ*i) C(P1+i)
M, = Z B[l)’;iﬂm Ball Zlggl+/3—z)x w! pla—o1=p+i) o (B—itpz)
i=0 w’ c(p3)

and the corresponding

8 ‘ W aPtroiti)  c(p1+6-7)
My =S (W | o ot
j=0 w" c(ps)

If we put k = 8 — j in M/, we get that M/, = M,,.
Case 3.For non-essential elements of the form
157 a® plort+B)  o(p1)
Zc(f)y W/ b(q_o'l) c(p2)
W// c(pS)

where g —p < o1 <t1,3>ta+1, p1 >0and p; + p2 + p3 =r — [. This case
splits in two different cases: if we set oty — oy — 1,

3.1)If p; > o + 1 then the corresponding

o+1 w a(P) plor+B+p1)
M! = Z(_1)kB£§+kBg+Pl*’“Z&)ﬁ*‘f’l_k’)y W’ | pla—or—k)  lpa+k)
k=0 W | p3)
pr—o—1 p
+1 ppatotl+l potl pBtp—o—1-—n—I ppato+1+i+
- (=) BT BZHBg_Zl o BS§+Z+1+1 "
=1 n=0

1% qpttiti+n)  (B+pr—o—1-n—I)
ZéZl+l+n)x w’ pla—ti—n) c(p2tot+l+ntl) =B-D,
WU C(p3)

and the corresponding

o+1 %% a®) plor+B8+p1)
My = Z(_1)iBg§+iBgl+£1—iZ§bﬁ+p1—z)y W | pla—oi—i)  plpati)
=0 w" C(p?’)
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p1 B+p1—i
i i pB+p1—ipB+pitp2—i
+ E E (—1)ZBPQ+ZB 1B .
P2 p1—1 p2ti
1=0+2 j=0

w apror+B+p1—i) ()
ZZSZlJr,Berl *j)x W pla—o1—B—p1+j)  (B+pi+p2—3)
W// c(pS)

Now, let M, = A1 + Ay where

o+1 _ ' W | a® plor+6+p1)
A= Z(—l)iBg;+iijr_Pilsz£bﬁ+m —z)y w! pla—o1—i)  (p2+i) ’
=0 W” C(p3)
and
p1 B+p1—i _ ‘ ' ,
A2 = Z Z (_1)235§+1B§ﬁ?—zBf;-eril-&-pz—J
1=0+2 j=0

W aPtoit+B+p1—j) ()
Z[SZ’lJrﬁerl *j)x W pla—o1—B—p1+j)  (B+pi+tpz—j)
W// C(pS)

CrLAIM: the following combinatorial identities hold

1) B=A
2)  —D=A,

The first identity is clear, we only need to show the second one. In order to
prove the second identity we have to consider two cases.

3.1.1)If in the expression for D we take n+1=1¢, where 1 <t < p; —o —1,
then

t

_ 0’+1§: p2t+o+1+n+l ppo+o+1+l po+l pP+pr—o—1—-n—1 __

( 1) BP2+U+1+Z BPz BU-‘rlBﬁ*n -
=1

t

_1\o+1 pp2to+1+t o+1+t no+l pB+p1—o—1—t
(=07 B > BrhliBIh By, =X
=1

Ifweputp=n, m=p0and g =0+ p1 —0—1—1t+n in the following

formula
p

Bgnifpp = Z(_l)lBgn_zBf7
=0
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we get that

n
Bgifblfaflft _ Z(il)iBngplfolftJrnfiB;n )
=0
So
t t—l

X = (71)a+1B§§+o‘+1+t Z (71)1‘Bf_+l1+thi-iBf—lBg+p1faflflfi
0

=1 i=

Let l4+17=2z where 1 <z <t

t z
X = (_1)0’+1B£3+0’+1+t Z Z(_l)zlefjl—&-thiiBtt:iBg—&-pl—a—l—z _

z=11=1
t z
()7 B S (1) SO (<) BB BT B
z=1 =1

t z

() B S ) B S () B
z=1 =1

Set v =1—1, then

t z—1
D Y e D O e L
z=1 v=0

t
= (_1)0+1Bg§+6+1+t Z(_I)ZJrlngzl-HBj:%Bg-i_pl_U_l_z
z=1
t
_ (—1)U+1B£§+U+1+t (_1)z+lejzl+th+p1fJflfz

z=1

Now, if in the expression for Ay we let j = 54 p1 — 0 — 1 —t then we get

o+t+1
Z (_1)zsz+o+1+th+1+tBﬁ+p1—z .
P2 4 B
i=0+2

Setp=i—0o—1

t
_1\o+1l pp2to+1+t _1\p pot+1+4t pB+p1—o—1—-z
(=17 B2 (-1 By 1By .
p=1



COMPLETENESS CONDITIONS IN WEYL MODULES 173

3.1.2)If in the expression for D we take n+1 = ¢, where p1—o <t < f+p1—0o—1
thent=p; —oc+a, where 0 < a<fg—1. Thusl+n=p; — o+ « and

_1\o+1l ppitp2tatl § : p1ta+l pita—n pf—l-a _
( 1) sz B p1t+a+1— nBUJrl Bﬁ n -
n=a+1

8
(_1)U+lBg;+p2+a+1 Z BZl—&-a-l—lBgiﬁaang:ifa )
n=a+1
Seti=n—a-1
B—a—1
1 1 +a+1 —1- 1—
(=) Hipptetett Y BT B BT
i=0
Now, if in the expression for Ay welet j =08+p1—0c—1—t=0—1—a we get

P1

p1t+p2ta+l ippitatl pB+pi—i _
Britee (—1)' B! B} =
1=0+2
p1 B-a-1
Bp1+p2+a+1 Z Z Bp1+a+1Bp1+a+1 zBB a—1 _
i=04+2 k=0
B—a—1 P1
p1+p2+a+1 p1+oe+1 _1\i pp1ta+l—B+k f—a—1 __
B Z B Z ( 1) Bp1+a+17if,6+k Bk -
1=0+2
B—a—1 1
p1+p2+a+l p1+a+1 i pp1tat+l—P3B+k B—a—1 _
Boite2 Z B > (-1)'B! By =
1=0+2

B—a—1 o+1
BP1+P2+O¢+1 Z Bpl+a+l |:Z(1)iBipl+Oc+1—ﬁ+k:| B[L:—a—l —
k=0 1=0

B—a—1
_( )a+1Bp1+p2+a+1 Z Bp1+a+lB§}:ia B—i-kBﬁ a—1 -V
Ifweset p=f8—a—1—kinY we get

B—a—1
_(_1\o+1l ppit+p2ta+l E pitatl pp1—1-p pB—a— 1
( 1) Bp2 Bp+o¢+1 Bchrl B

p=0

3.2) If p; < o + 1 then the corresponding
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p1—1p1—k

ot
Mf = =30 3 (1B B )y
k=0 j=0
W a(p) b(01+ﬁ+k+j) C(Pl*kfj) p1—1
W' | pla—or—k=j)  lp2tk+i) + Z(q)kngkBg*Pl*k
W' | ¢(ps) k=0
1% aP) plor+B+p1)
fo“l_k)y w’ pla—o1—k)  (p2+k) ——A+B
) w" clps)

where in the first term k + j > 1, and the corresponding

FL w a®) plor+B+p1)
M, = Z(—l)ing—‘riBg-i-pl —z'Zéerplfz)y w’ pla—o1—i)  a(p2+i)
i=0 W | cles)

To prove that M/ = M, we note that:

-If in the expression for A we take k + j = t, where 0 <t < p; — 1 then

t t
p2+t ppotk _ +t kpt

D BB = Bt (1) B

k=0 k=0

which is equal to 0 if ¢ is different to 0.

-If in the expression for A we take k + j = p; then

p1—1 p1—1
Z (_1)sz§jr-£1Bg§+k _ B,ZzQ-HH Z (_1)](‘,351 _ (_1)10135;-"-/01 )
k=0 k=0

General level. Let us prove the equality in general now. We will have
four cases corresponding to the different ways in which an element can be non-
essential.

Case 1.For non-essential elements of the form

w a(ptlal) plen)  olp)
Zlgg‘l)x...legs‘i)x W’ pla—lal—o1)  .(p2) ’
W// C(PS)
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2,..,t, 010 > 0 and p; + p2 + p3 = 7, the

where a1 > t1, a; > Oforj
corresponding

apHlalton)  o(m)

W
My = M/, = B+ z{V g gz [ w7 | pla-lel=o0 o) | 4
W// C(p?’)

1

Z (fl)i*mBg‘::Jra’”“Zégl)a:...xZéjm‘l)xZéstram“)xZéZ‘m“)x...x

m=i—1
w aPtlel+or)  o(p1)
ZZEZ“)'/L‘ZISZI)'% W’ b(qfla‘fo'l) C(p2)
W// C(p3)

Case 2.For non-essential elements of the form

W aptlel) pe)  lp1)

Zébﬁl)y...yZéf*)yZéjl)x...mZéj")x W' | platlbl=lel=p)  (p2) ,
W" c(pS)

where p > 0, A\—p =14, 51 >ta+1and §; > 0for j =2,..,\ oy >t1 + 5]
and a; >0 for j=2,....0, |8 =>.06), la| =>  aj, and p1 + p2 + p3 =r — ||,

the corresponding
M, = M = Zéfl)y...yZébﬁ*)yZégl)x...achEZ""):v

W | a®+led b))
W' | platlBl=lal=p)  clp2) + Bortez 0y yzN 7
W | eles) !
1% aptlal+p) c(p1)
Zoe gz Cwt 0y | W | platiBl=lal=p) o) | 4
W | cles)

1
Z (71)”*}6Bg‘:+0"“+1Zébﬁl)y...yZég*)yZlgsl):r...xZIEZ"“Jrak“)x...xZé;X“)zZés)a:

k=p—1
aPtlal+p) clp1)

w
platiBl=lal=p)  alp2) | 1

W/
W” C(p?’)
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Z (71)u+/\713§lz+,@z+1 Zc(fl)y~.ngbﬂlwl“)ymyZC(fA)yzégl)fru.xZéj“)xZéZ)%

157 aPtlel+p) clp1)
W’ | platlBl=lal=p)  clp2) | 1
W// C(p?’)

B w kic1 ky

) Z Z Z Z MA,M,ICBBH_’” kuBﬁﬁ-m mez+m

k1=0 1=2 k;=0 m=0
DDy g7y gl =B ) glen ) o) o=t
W a(P+|a‘_ﬁ>\+P+Tn) c(ﬂx—i—pl —m)
w’ platlBl=lal—p—m)  (p2+m)
W” C(p3)

where

Br—ku (ﬁz\_ku)!
Mk = Bk bbb =k T (B — k) (ky — ko) (Kpmy — k)]

is the monomial coefficient.

Case 3.For non-essential elements of the form

1% a(®) plotlB) - p1)
25 gy 2y | W | b e ,
WN C(p3)

where 01 > t1, f1 >t + 1, 8; >0for j =2,..,4,tg =01 +1+4+0 and p; > 0,
the corresponding

Bi
i —J j i— +|8|-Bi+j
=M :ZBglﬁpl JB,§’§+’Z§51)y...yZC(5 1)yZZ§Z'1 1B1=Bi+3) ,,

w aptoi+lBl=Bi+i)  (Bit+p1—j) 1
w’ pla—o1—3) clp2+3) + Z (_1)i—lBglz+ﬁz+1
W | eles) l=i—1
W a(p+0'1+|ﬁ|) C(pl)
Zc(fl)y-..yZéb’B’w"”)y...ch(f")yZéZIHﬁDl’ w’ pla—o1) (p2)
w" c(p3)

Case 4.For non-essential elements of the form
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1774 aP) plor 1Bl (p1)
2(51 y.. yZ(ﬁq) w! pla—o1)  o(p2) ,
W’ | elp3)

where ¢ —p < 01 < t1, p1 >0, 1 2 t2+1, 35 > 0for j = 2,...,7, and

p1+p2+ps = r—|5|. Here we have to consider two cases: if we set o = t1—01—1,

4.1)If p; > 0 + 1 then the corresponding

o+1
Mc/v _ Z(_1)kBg22+kBg:+p1ka§b[31)y ch(@ 1)yZ(ﬁ1+P1 k)y
k=0
W a®) plor+IBl+p1) o+l 1 ‘
w’ pla—o1—=k) . (p2+k) _|_Z Z (_1)k+zmeg§+kB§::+ﬁm+1
W | cps) k=0 m=i—1
%% a® ploi+lBl+p1)
Zéfl)yyzc(fm+5m+1)yyzébﬁt)yzéglfk)y W/ b(qfo'lfk;) C(P2+k)
w c(ps)
p1—o—1 (; 5
o +o+1+14n o l po+l .+ oc—1—-n—I
Z Z(_ +1B£§+0+1+l Bp2+ e BailBﬁ,—le
Zéfl)y yZ(@ 1) Z(t1+\ﬁ\ Bitltn),.
w a(p+t1+|ﬁ|7ﬁi+l+n) C(ﬁi+plfa'flfnfl) pr—o—1
W/ b(qftlflfn) C(p2+a+1+l+n) a’+l+i—m
W | les) Z sz:l

cb

oto m+Bm B 18]
Boat o1t gotl Bontinis 700, 7 Ontonid)y 4750, 710140,

w aP B+ (pr—o—1-1)
w' | pla—ti=h cleetotith |\ = B4+C-E-F

W// C(pS)

and the corresponding

o+1
MO‘:Z( l)kBP2+kBglmi'P1 kZ(ﬁl)y yZ(B’ 1)y yZ(ﬂH-Pl ’f)
k=0
w a(P) b(01+\5\+ﬂ1) p1—1
W’ pla—o1—k) C(p2+k) _ Z (_1)kBS§+kBgfi_zl_k

W” C(p3) k=042
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Bi—1+Bi+p1—k (B Bi— i— i - o
Bﬁﬁ-;l—k 1 Zcbl)y"'yZp(,b Q)yzc(g 1+Bi+p1 k)yZéa1+|ﬂ|+p1)x
W | aptrortiBltes)
w’ b(Q7U17k)C(P2+k) _ (_I)Ppr2+p1Bﬂi—1+,@7‘,
W o(08) p1 Bi

%% aqPtroi+Bl+p1)
Zc(gl)yyZ(bﬁl*2)yZ§5171+ﬁ1)yZlggl+|ﬁ|+pl)x w’ b(q_al—ﬂl)c(l’2+ﬁ1)

C

W” C(p3)
p1—1 1
ki i+p1—
FE 3 gt

k=oc+4+21=i—2
(B1) Bi+8 i— i -
ZGy. 2Oy y 2y Z Gy z e
W | aetortiBl+en) 1
w’ b(q_al_k) (p2+k) _1\p1+i—l ppatpr RPitBi+1
w (p3) ‘ * Z( 2 B, Bﬁz

C l=i—2

Zc(gl)ymyzibﬁl-‘rﬁwﬂymyz(gifﬂyngﬁi)yZ521+|5|+P1)x

C

W aPtortlBlte) p1 Bitpr—k
w’ b(qfffl *Pl)c(02+01) + Z Z (_l)kngJrkBﬂii-Zl—kBP2+II:+j
W c(pe.) v p1 p2+
Zgbﬂl)ymyzéfifl)yZISZHr\ﬁ\*ﬁHrkJrj)x
%% a((P+U1+\ﬁ\*5i+k+j) cBitp1—k—j) i—1 o1
W’ | pla—or—k=j) clp2th+7) — (—1)imt-mtd
w" cp3) mzzl g
Bm+Bm p2+6 (B1) (Bm+Bm f -5
By By Z )y y 2y, +1)y...yZ§5 )ngjl )y
W | o® plor+18l+p1) i—2 p1—1
LA B B M DIt
I m=1d=oc+2
Bm+Bm & pBitp1—§ m+Bm i -
B BB 7y ey e,
W a(Proi+1Bl+p1) p1—1
w! pla—o1—-9) (p2+9) 1\ pBi—1+Bi pp2+8 pPi—1+LBi+p1—6
W | oo ‘ +5Z (BB B
=042

Zégl)y”.yZ(Egi—Q)yZC(ZLji—l-ﬁ-ﬁH-Pl—5)yZéZ1+\ﬁ\+p1)z
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W | aPtortlBite) i1 pi—1 m+2

W' | bl elet) | g NN N (g)mtomet gt gt
W’ | ¢p3) m=1d=0421=i—1

m m + K3 -4 + +
Bg;%“Zc(fl)y...yZéf +4 +1)ymyZC(51 m“)y...ngf)yZéfl )Z/ZIEZI 18] Pl)m

W a(p+o-1+|ﬂ+/31) i—2 p1—1
W’ b(Q—U1—5)c(p2+5) + Z Z (_1)5717m7(m+3)
W | cps) m=16=0+2

B§:+[3m+1 B§2+§Bﬁm+[5m+1+ﬁm+2 Zéfl)y---yZEbﬁerﬁerﬁﬁm”)y--.

B'm +Brn+1 y

1574 aProi+lBl+p1)
Zébﬂi)yz(gl*5)yZl§Z'1+|B|+P1)x w! pla—o1-8) (p2+6) +

C

W// c(pB)
i—1 p1—1 5
_ \6—1—-m—(m+4) RPm+Bm+1 p2+0 RPBm-1+Bm+Bm+1
> > D) By, B5 By b
m=2d=o0-+2

i — m+Bm i -4 o
ngl)y...yzgf 14+Bm+8 +l)y...yZC(f)yZ£§1 )yZlEal-‘rW\-i—Pl)x

W | aPtortiBlten) i1 p—1 1

w’ pla—o1=98) o(p2+6) | _ Z Z Z (_1)6—1—m—l

W | p3) m=16=0+2l=m—2

mtBm g + +
Byt gt gt 70y Ly z G0y Ly

1574 aqPtoi+Bl+p1)
Zébﬁm,+ﬁm,+1)y”.yzc(fi)yzc(l/?—5)yZZEg1+|5|+P1)x w’ b(q—01—5)c(p2+5)
w" c(ps)

i—1 p1—1 p1—46

_ Z Z Z (—1)i_1_m+6Bg::+ﬁ’"“B[?QHngj:gHZé?l)y---yZC(E"LJrﬁ’"“)
m=1d=0+2 j=0

w aPtor+Bl+d+5)  (p1—0—7)
y...ch(fi)yZéglﬂﬂlHH)m w! pla—o1—6—7) c(p2+o+3) —
W” 6(93)

Ay — Ay — A3+ Ay + As+ Ag— Ar + Ag + Ag+ Ao+ A1+ Ap — Az — Ay

Claim:
1)B:A1 4)—F:—A14—A3+A5 7)—A2—|—A9:O

9)C = —A;  5)Ayg— Az =0 8)As+ Ag =0
3) *E:AG 6)A11 +A12 =0
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Proof of the claim: The identities 1), 2), 5) and 8) are clear.
4)

i—1  p1 p1—9
“ Ay — As+ A5 _ Z Z Z (_l)i—l—m+535nl+5m+1BP2+JBp2+6+j
Bm p2 p2+6
m=18=c+2 j=0

Zéb’al)y...yZ(Ef"L+ﬁm+l)y...yZébﬁi)yZlSZIHﬁH‘SH)x
w aProiHBl+6+5)  (p1—8—4)
w’ pla—o1—6—7) c(p2+6+7)
W// C(p?»)

We know that 1 <l < py—oc—-1land c+2 < d+75 < p1. So we let
0+j=c+1+lord=0+1+1—j. Thus

-1 -1

727 i—l—m+4o+1+l—j pp2to+1+l p2+6,7§:7 i—m+o+l—j pp2+o+1+l
( 1) sz-‘rts BP2 - ( 1) BP2

=0 =0

-1
B;_r+1+l — _(_1)i—m+a+lB;))§+a+1+l (_1)jB;_7+1+l — _(_1)i—m+a+l
§=0

BZ§+U+1+I(—1)I_1BZU_+1l — _(_1)i—m+a+1B£§+o+1+lBlU_+ll
6)A11 + A12 = 0 because we have

ﬂm+ﬂwz+1+6m,+2 ﬂm+ﬂm,+1 _ Bm,+ﬁm,+1+ﬂm,+2 B‘m+1+ﬂ7n+2
ﬁ'm +/6m,+1 Bﬁ?n - Bﬁrn Bﬁ'rn+1

in Ajp where 1 <m <i—2 and

Bm—1+Bm+Bm+1 pBm+LBm+1
Bﬁmfl B,@m

in Ajp where 2 <m <i—1.
7)—As + Ag = 0 because

Bi—1+Bi+p1—90 pli—1+Bi _ npBi—1+Bi+p1—06 pBi+p1—35
Bi—1+0Bi B/Bi—l - B/Bi—l Bﬂi

In order to prove the identity (3) we have to consider two cases depending
of p1. Recall that p; > o + 1.

Case 1. If in the expression for F we take n+1 =t¢, where 1 <t < p;—o—1,
then from (3.1.1) we have that
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t

_ O'+1§: p2t+o+1+n+l ppsto+l1+l po+l pBit+p1—o—1-n—1 __

( 1) BP2+0+1+Z BP2 BU+1Bﬁ'—n -
=1

t
(71)J+1BS§+0+1+t Z(il)z+1Btfr_—i-Zl+thii+P1*0’71*2
z=1

On ther other hand, let u =%k — o — 1 then

1—0—1Bi+p1—o—1-u

P

— _1\uto+l ppatotltuppetotltuti pBi+pr—o—1—u
A = Z Z ( 1) sz Bﬂ2+a+1+u Bﬁi
u=1 7=0

Zég)y...Z(bﬂifl)yZz§21+|m*ﬁi+u+j)x

C
W a@tiiFlB8l=Bi+uti) . (Bitpr—o—1-u—j)
w’ pla—ti—u—3) c(p2to+1tuty)
W” C(PS)

Now, we let u+ j =t, where 1 <t < p; — o — 1, then

t
()7 Y (S BT BB =
u=1
t
(—1)U+1B§§+U+1+t (_1)uB;rju1+th;+p1folfu
u=1
Case 2. If in the expression for E we take n + 1 = t, where py —0 <t <

Bi+pr—o—1thent=p;—o+a,where0 < a < 3;—1. Thusn+l=p;—0c+a
and

(71)0+1B£§+P1+1+a i BglJraJrlBgirJEaangz:?llfa
n=a+1
Set j=n—a-—1
Bi—a—1
(=)7Hipptettte Y B B BT
7=0

Now, ifin Ag welet k+j=0+1+t=p; +a+1 we get

P1
pa+p1+a+l k ppit+at+l pBi+p1—k _
By Y. (DB B =
k=042
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Bi—a—1

_(—1\etlpp2tpitatl pitat+l pp1—1—j pBi—a—1
(-1) sz E BjJraJrl Ba+1 By, .
J=0

4.2)If p; < o+ 1 then the corresponding

p1—1p1—k
k+j 1 i
My== 3" 3 (OMBEBR Y 2y g2y
k=0 ;=0
1574 a® ‘ b(alﬂﬁlfkﬂ') clp1—k—=7) pr—1 .
w! pla—o1—k—=j)  (p2+k+j) + Z (_1)kB’;;§+kBgz+p1—
WI/ C(p3) k=0
W aP) plor+1Bl+p1)
Zgbﬁl)y“_yzgfi—l)yzc(fﬂrﬂl*k)y w’ pla—o1—=k)  .(p2+k) +
W” C(p3)

p1—1 1

i— m+Om m— m+Om m
Z Z (_1)k+z mBg;+kBgm B +1Zc(51)yyzc(bﬁ l)yzc(f B +1)ch(bﬁ +2)
k=0 m=i—1

w alP) plor+18l+p1)
y...yZéfi)ch(Zrk)y W' | pla—oi=k)  o(p2+k)
W” C(p3)

where in the first double sum k + j > 1, and the corresponding

P1
% - 1 7 — % 1—k‘
My =Y (~1)FBeztkplitm =k 7000y 7m0y 7 ey
k=0
W a®) plor+IBl+p1) i—1 p1—1
W’ pla—o1—k)  (p2+k) _ Z Z (_1)i717m+6Bg:+ﬁm+l B§2+5
W | eles) m=1 §=0
w a® plor+IBl+p1)
Zibﬁl)yyzé5m+ﬁm+l)yyszﬁw)yzc(;;l_(s)y w! b(Q—01—5) C(P2+5)
W' | eles)

The proof is exactly the same as in (3.2), and this finishes the proof of
theorem 1. O
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5 Concluding remarks

The series of papers [14, 15] and the present one provides a proposal to un-
derstand the Buchsbaum-Rota resolutions of Weyl modules: first, partition de
Letter-Place basis of each module into “essential” and “non-essential” elements
satisfying the weak completeness condition. This produces, in particular, a
basis of the syzygies. Then give a strong form of the completeness condition:
this provides a splitting homotopy. Finally, relating the weak and strong com-
pleteness conditions provides an “elementary” (i.e. completely combinatorial)
understanding of the resolutions.

The author hopes that this strategy can be applied to the other types of
shapes (e.g. the shapes considered in [9]). Of course, the hurdles imposed by
the computational complexity are enormous, but they can be mitigated by using
symbolic computation packages.

Also, it would be interesting to give combinatorial interpretations of the
kind of computations given in these papers.
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Graphical introduction to classical Lie algebras

Rafael Diaz & Eddy Pariguan

Abstract

We develop a graphical notation to introduce classical Lie algebras.
Although this paper deals with well-known results, our pictorial point of
view is slightly different to the traditional one. Our graphical notation
is elementary and easy to handle, thus it provides an effective tool for
computations with classical Lie algebras. Moreover, it may be regarded
as a first and foundational step in the process of uncovering the categorical
meaning of Lie algebras.

1 Introduction

A first step in the study of an arbitrary category C is to define the set S(C) of
isomorphisms classes of simple objects in C. For example in Set the category
of sets, the simple objects S(Set) are the empty set ) and {#}. In Top the
category of topological spaces, the set S(Top) are the homeomorphism classes
of connected topological spaces. An object y of an abelian category C is said to
be simple if in any exact sequence

0—-z2z—y—2—0,

either z is isomorphic to 0 or z is isomorphic to 0, see [7]. It is a remarkable
fact that non-equivalent categories may very well have equivalent sets of simple
objects. Let us introduce a list of categories that at first seem to be utterly
unrelated and yet the corresponding sets of simple objects are deeply connected.
We denote by Group the category whose objects are groups and whose mor-
phisms are group homomorphisms. We let LieGroup, (see Section 2) denote
the subcategory of Group whose objects are finite dimensional complex Lie
groups. Morphism in LieGroup are smooth group homomorphisms. We de-
fine FinGroup to be the full subcategory of Group whose objects are finite
groups. WeylGroup denotes the set of isomorphisms classes of Weyl groups,
which can be taken to be A,, = Sy11, B =25 xS, , D, = Z;‘fl X S,,, where
S, is the group of permutations in n letters, and FEg, E7, Eg, Fy, G5 are the so
called exceptional Weyl groups.
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We proceed to introduce the corresponding sets of simple objects. S(Group)

denotes the set of isomorphisms classes of groups having no proper normal
subgroups. The classification of finite simple groups is a notoriously difficult
problem with a fascinating history. It was established in 1981 that every sim-
ple finite group is isomorphic to one of the following list: A cyclic group of
prime order. An alternating group A, C S, for n > 5. A finite group
of Lie type (finite analogues of the classical Lie group). A list of 26 spo-
radic simple groups. The largest sporadic group is called the Monster and ap-
pears naturally as the automorphism group of a vertex algebra. S(LieGroup)
denotes the set of isomorphisms classes of Lie groups which are simple as
groups and also are connected and simply connected. Consider de C-vector
space C". Gl,(C) is the group of linear automorphism of C™ as is defined by
Gl,(C) = {A € M,(C)| det(A) # 0}. The subgroup SL,(C) of Gi,,(C) consists
of volume preserving automorphisms of C",

SLp(C) = {A € GL,(C)| det(A) =1}.

The groups SO, (C) C SL,(C) and Sp2,(C) C SLs,(C) are determined by
fixing a symmetric ( , ) and a skew-symmetric w non-degenerated bilineal form
on C", respectively. Then

S0,(C)={A € SL,(C)| (Az, Ay) = (z,y) for all z,y € C"}
and
Span(C) = {A € SLs,(C)| w(Ax, Ay) = w(z,y) for all z,y € C"}.

S(FinGroup) denotes the set of isomorphisms classes of finite simple groups.
LieAlg denotes the category whose objects are finite dimensional complex Lie
algebras (see Section 2), morphism are Lie algebra homomorphism. S(LieAlg)
is the set of isomorphisms classes of simple Lie algebras, i.e., Lie algebras having
no proper ideals.

Root denotes the category of root systems. Objects in Root are triples
(V,(, ),®) such that

e (V,(,)) is an Euclidean space.

e & C V is a finite set generating V.

If « € ® then —a € @, but ka € ® for any real number k£ + 1. Element of
® are called roots.

e For a € ® the reflection S, in the hyperplane a- orthogonal to a given
by at = {z € V: (x,a) = 0} maps ® to itself.

(a, )

(@, o) e Z.

For a,8€ ®, Aa g =2
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A morphism in Root from (Vi,{, )1,®1) to (Va,(, )2, P2) is a linear trans-
formations T : Vi — V4 such that (T'(z), T (y))2 = (x,y)1 for all z,y € V1, and
T((I)l) C ®,.

The direct sum of root systems is defined as follows: suppose that (V;, (, )v;, ®;),
i = 1,...,n are root systems, then the Euclidean space of the direct sum is
V =@, V;, with inner product

n

<’>V:Z<7>Vi'

i=1

The roots of the direct sum are ® = | |, ®;. The triple (V,(, )y, ®) is a root
system. S(Root) is the set of isomorphisms classes of simple root systems, i.e.,
root systems which are not isomorphic to the direct sum of two non-vanishing
root systems.

Dynkin denotes the category of Dynkin diagrams. Objects in Dynkin are
called Dynkin diagrams and are non-directed graphs A with the following pro-
perties

e The set Va of vertices of A is equal to {1,...,n} for some n > 1.
e The number of edges joining two vertices in A is 0,1,2 or 3.

o If vertices i and j are joined by 2 or 3 edges, then an arrow is chosen
pointing either from ¢ to j, or from j to 1.

e The quadratic form

Q(xtha”' 7xn) = QZ‘T? *Z\/@%%

i=1 i#j

is positive definite where (n;;) is the adjacency matrix of A, i.e., n;; equal
the number of edges from vertex i to vertex j.

Morphism in Dynkin from diagram A; to diagram As consists of maps

p: VAl - VAQ such that QQ(xp(l)vxp@)v t axp(n)) = Ql('rlvx% te 71‘71)-
S(Dynkin) denotes the set of of isomorphisms classes of connected Dynkin
diagrams. Next theorem gives an explicit characterization of S(Dynkin).

Theorem 1. S(Dynkin) consists of the Dynkin diagrams included in the fo-
llowing list
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Aﬂ1n21 o—o—0 " 0—o0
Bn,I’IZZ o—o0—0 +++ =D

Cn,n23 o—o0—o0 '+ <o

Dp, N=4 FH<:
Es O_Q_I_o_o

D S

F4 o—a=>o—0
GQ =

Figure 1: Simple Dynkin diagrams.

We enunciate the following fundamental
Theorem 2. 1. S(FinGroup) C S(LieGroup) C S(Group).
2. S(LieGroup) = S(LieAlg) = S(Root) = S(Dynkin) — WeylGroup.

Part 1 of Theorem 2 is obvious. Although we shall not give a complete proof of
part 2 the reader will find in the body of this paper many statements that shed
light into its meaning. The map S(Dynkin) — WeylGroup is surjective but
fails to be injective. Diagrams B,, and C,, of the list above have both Z% x S,
as its associated Weyl group.

2 Lie Algebras

We proceed to consider in details the category of Lie algebras. First we recall
the notion of a Lie group.

Definition 3. A group (G,m) is said to be a complex Lie group if

1. G is a finite dimensional complex manifold.
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2. the map m : Gx G — G given by m(a,b) = ab for all a,b € G is analytic
smooth.

3. The map I : G — G given by I(a) = a™* for all a € G, is analytic smooth.

Definition 4. A Lie algebra (g,[ , ]) over a field k is a vector space g together

with a binary operation [, | : g x g — g, called the Lie bracket, satisfying
1. [, ] is a bilinear operation.
2. Antisymmetry: [z,y] = —[y,x] for each z,y € g.

3. Jacobi identity: [z, [y, z]] = [[z,y], 2] + [y, [z, 2]] for each z,y,z € g.

A E-algebra A may be regarded as a Lie algebra (A, [, |), with bracket [z, y] =
xy — yx for all z,y € A. In particular End(V) is a Lie algebra for any k-vector
space V.

Let M be a smooth manifold and T'M the tangent bundle of M. The space

'M)={X:M —TM, X(m)eT,M, me M}
of vector fields on M is a Lie algebra with the Lie bracket

JOYT 90X 9

0zJ Ozt OzJ Oxt’

[X,)Y]=X for all X,Y € T'(M).

Let G be a Lie group. The space T.(G) tangent to the identity e € G is a Lie
algebra since T,(G) = T'(G)€ is a Lie subalgebra of I'(G). For the classical Lie
groups one gets

s, (C) =T7(SL,(C)) = {A € M,(C)| tr(A) = 0}.
50, (C) = T1(SO,(C)) = {A € M,(C)| (Az,y) + (z, Ay) =0 for z,y € C"}.
5o, (C) = Tr(Span(C)) = {A € M, (C)| w(Az,y)+w(z, Ay) = 0 for z,y € C*"}.

Definition 5. A morphism of Lie algebras p : g — b is a linear map p from
g to b such that p([x,y]) = [p(x), p(y)] for x,y € g. A representation p of a Lie
algebra g on a k-vector space V' is a morphism p : g — End(V') of Lie algebras.

The functor

T.: LieGroup — LieAlg
G —  T.(G)
0:G—H — dop: T.(G)—T.(H)

induces an equivalence between S(LieGroup) and S(LieAlg).
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Definition 6. For any Lie algebra g the adjoint representation ad : g — End(g)
is given by ad(z)(y) = [z, y] for all x,y € g.

Definition 7. 1. A subspace I of a Lie algebra g is called a Lie subalgebra
if [x,y] € I for all z,y € I.

2. A subalgebra I of g is said to be abelian if [x,y] =0 for all xz,y € I.

3. A subalgebra I of a Lie algebra g is called an ideal if [x,y] € I for allz € I
and y € g.

For any k-algebra the space of derivations of A
Der(A)={d: A — A | d(zy) =d(z)y + xd(y) for all z,y € A}
is a Lie subalgebra of End(A).

Definition 8. 1. A Lie algebra g is called simple if it has no ideals other
than g and {0}.

2. A Lie algebra g is called semisimple if it has no abelian ideals other than
{0}.
3. A mazimal abelian subalgebra b of g is called a Cartan subalgebra.
Next theorem is due to Cartan. A proof of it may be found in [5].

Theorem 9. Let g be a finite dimensional simple Lie algebra over C, then g is
isomorphic to one of the list s0,,(C), sp,,,(C), 509, (C), Eg, Er, Eg, Fy and G.

Lie Algebras sl,(C), sp,,(C) and s02,(C) are called classical and will be ex-
plained using our graphical notation in Sections 5, 6, 7 and 8. Lie algebras
Fg, E7, Eg, Fy and G9 are called exceptional and the reader may find their de-
finitions in [5].

Definition 10. The Killing form on g is the bilinear map (, ) : gx g — C
given for all x,y € g by (z,y) = tr(ad(z) o ad(y)), where o denotes the product
in End(g) and tr : End(g) — C is the trace map.

Denote by bh* the linear dual of vector space §h. The following proposition
describes representations of abelian Lie algebras.

Proposition 11. Let b be an abelian Lie algebra and p : h — End(V') a repre-
sentation of h. Then V admits a decomposition

V=P (1)
acd

where for each o € b*, V,, = {z € V : p(h)(x) = a(h)z, for all h € b}, and
® = {a € bh*| ho # 0}
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Equation (1) is called Cartan decomposition of the representation p of h. Propo-
sition 11 yields a map from S(LieAlg) into S(Root), which turns out to be a
bijection, as follows. Let g be a finite dimensional simple Lie algebra over C and
h C g a Cartan subalgebra. It is not difficult to see that h = hr ® C for some
natural real vector space hg. The killing form ( , ) : hr X hg — R restricted to
hr is non-degenerated and makes the pair (hg,(, )) an Euclidean space. The
linear dual h% has an induced Euclidean structure, which we still denote by ( , )
induced by the linear isomorphism f : hr — bi given by f(z)(y) = (z,y), for
all z,y € hg.

The adjoint representation ad : h — End(g) restricted to h give us a Car-
tan decomposition g = @ga where for each o € ) go = {z € g| [h,2] =

acd

a(h)z, forall hebh} and ®={aeby: h, #0}.
Definition 12. The triple (h%,(, ),®) is the root system associated to Lie
algebra g.

Definition 13. Given a root system ® the group W generated by all reflections

So with a € ®, where S,(8) = 6 — 223’5%@, is known as the Weyl group
associated to .

One can show that there exists a subset IT = {1, aq, ..., a, } of ® such that IT is
a basis of b and each root a € ® can be written as a linear combination of roots
in IT with coefficients in Z which are either all non-negative or all non-positive.
The set II is called a set of fundamental roots. The integers

o (i, )
Ay =2 o) (2)

are called the Cartan integers and the matrix A = (4;;) is called the Cartan
matrix. Notice that A;; = 2, and that for any «;,a; € II with i # j, S, (¢)
is a Z-combination of a; and «;. Since the coefficient of a; is 1, the coefficient
associated to a; in Sa, (a;) must be a non-positive integer, i.e., 4;; € Z=°. The

angle 6;; between o, «; is given by the cosine formula
1 1

(i o) = (ai, i) 2 oy, ;) 2 cos(0i;).
Then we have
{ai, a5) (o, i)
(aj,05) (o, aq)’
and therefore 4 cos? (0:5) = A;jAji. Let ngj = A;;Aj; clearly n,;; € Z and n;; > 0.
Since —1 < cos(f;;) < 1 the only possible values for n;; are n;; = 0,1,2 or 3.

4cos?(0;;) = 2

Definition 14. The Dynkin diagram A associated to a simple Lie algebra g is
the graph A with vertices {1,...,n} in bijective correspondence with the set I1
of fundamental roots of g such that
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1. Vertices i,j with i # j are joined by n;; = A;;A; edges, where A;j is given
by formula (2).

2. Between each double edge or triple we attach the symbol <, or the symbol
> pointing towards the shorter root with respect to Killing form.

Theorem 15. Consider the root system ® associated to a simple Lie algebra
g, let a« € @ be a root. For each nonzero x,, € g, there is x_o € go and hy € b
such that a(ha) = 2, [Ta, T—a] = ha, [hasTa] = 224 and [ha, x_o] = —22_4.

Theorem 15 implies that for any root o € ®, x,,x_,, and h, span a subalgebra
5, isomorphic to sl2(C). See Section 4 for more on sly(C). This fact explain
the distinguished role played by sl3(C) in the representation theory of simple
Lie algebras.

Definition 16. Let ® C h be the root system associated with a simple Lie
algebra g.

1. For any a € ®, the Cartan element hy, € b given by Theorem 15 is called
the coroot associated to root av. . = {hy : @ € O} is the coroot system
associated to ) and I1. = {hy, : « € II} is the set of fundamental coroots.

2. The elements wi,...,wy in h* given by the relations w;(h;) = 6;;, for all
1 <4,j < n, where h; is the coroot associated to fundamental root o;, are
called the fundamental weights.

One can recover a simple Lie algebra g from its associated Dynkin diagram A
as follows: Let n;; be the adjacency matrix of A. The relation n;; = ajja;;
determines univocally the Cartan matrix a;;. Consider the free Lie algebra
generated by the symbols hy,...,hy,21,..., 20, Y1,...,Yn. Form the quotient
of this free Lie algebra by the relations

[hi,x;] = ajzy (all4,5);  [hi,y;] = —aiy; (all 4, 5);
and for all ¢ # j,

[z, 2] =0, lvi,y;] =0, if a;; = 0.

(i, [xi, 25]] = 0, (i, [yir y51l = 0 if aj; = -1.
i, [, [3, 25]]] = O, i, i, [yi, 951l = 0 if a;; = —2.
[, [, [ws, [wa, 25]]] = 0, [yi, [yas [y, [ya, gl = 0 if ag; = =3.

Serre shows that the resulting Lie algebra is a finite-dimensional simple Lie
algebra isomorphic to g. See [12] for more details.
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2.1 Jacobian Criterion

Let k be a field of characteristic zero and let V' be a finite dimensional k-vector

space. Set V = (eq,ea,...,e,) and V* = (x1, 22, ..., zy) such that z;(e;) = §;;.
We have .
xk(Zaiez) =ap, 1<k<n.
i=1

Any f € V* is written as f = byxy + baxa + - -+ + byx,. Denote by S = S(V*)
the symmetric algebra of the dual space V* which can be identify with the
polynomial ring k[z1,22,...,2,]. Let G be a finite group which acts on V. G
also acts on V*, and thus it acts on S = S(V*) as follows

SV xG — S(V*)
(p,9) —  p(9)

where (pg)(v) = p(gv), forall g€ G, p€ S(V*), v € V. The algebra
k[xlax% cee 7$n]G = {p € k[$17x23 cee 7xn] : p(g) =D Vg € G}
is called the G-invariant subalgebra of k[z1, za, ..., zy].

Definition 17. Let k be a field and F' a extension of k. Let S be a subset of F.
The set S is algebraically dependent over k if for some positive integer n there
is a non-zero polynomial f € k[x1,...,x,] such that f(s1,...,8,) =0 for some
different s1,...,s, € S. Otherwise S is algebraically independent.

Theorem 18. Let Clzy, 2o, ...,2,]" be the subalgebra of Clxy, za, ..., x,] con-
sisting of W -invariant polynomials, then Clxy, o, ..., z,])" is generated as an
C-algebra by n homogeneous, algebraically independent elements of positive de-
gree together with 1.

The idea of proof of Theorem 18 goes as follows: let I be the ideal of
Clx1, 2, ..., x,) generated by all homogeneous W-invariant polynomials of posi-
tive degree. Using Hilbert’s Basis Theorem we may choose a minimal generating
set fi1, fa,..., fr for I consisting of homogeneous W-invariant polynomials of
positive degree. One can show that r = n and furthermore Clxz1, z2, ..., 2,V

Clf1, fas- -+, ful-

Proposition 19. Let f1,...,f, and g1,...,9, be two sets of homogeneous,
algebraically independent generators of Clxy,...,x,)" with degrees d; and e;
respectively, then (after reordering) d; = e; for alli=1,... ,n.

The numbers dy,...,d, written in increasing order are called the degrees of
W. Theorem 20 below is a simple criterion for the algebraic independence of
polynomials fi,..., f, expressed in terms of the Jacobian determinant. We
write J(f1,..., fn) for the determinant of the n x n matrix whose (4, j)-entry is

i

aCEJ' .
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Theorem 20 (Jacobian criterion). The set of polynomials f1,..., fn € k[z1,
..., Ty] are algebraically independent over a field k of characteristic zero if and

Only if‘](f17'-'7f7b) 7é 0.

3 Graph and matrices
We denote by Digraph® (n,n) the vector space generated by bipartite directed

graphs with a unique edge starting on the set [n] and ending on the set [n]. We
describe Digraph’(n,n) pictorially as follows

Digraph’(n, n) = < ya 1§i,j§n>

where the symbol

v

denotes the graph whose unique edge stars at vertex at ¢ and ends at vertex j.
We define a product on Digraph'(n,n) as follows

| m E= /T ifj=k

0, otherwise

The trace on Digraph'(n,n) is defined as the linear functional
tr : Digraph'(n,n) — C given by

tr | =1 and  tr Z- =0

Algebra Digraph'(n, n) is isomorphic to End(C™) through the application
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Digraph'(n,n) = gl,(C)

A — Eij

We will use this isomorphism to give combinatorial interpretation of results on
End(C™) that are traditionally expressed in the language of matrices.

4 Linear special algebra sl;(C)

We begin studying the special linear algebra sl3(C). It plays a distinguished
role in the theory of Lie algebras. By definition we have

sl(C) = {A € End(C?) : tr(A) = 0}.

As subspace of Digraph'(2,2), sl5(C) is the following vector space

sl,(C) = <1E—jz , Z , 1§2> Digraph!(2, 2)

We fix as Cartan subalgebra of sl2(C) the 1-dimensional subspace

h= allz + a ], a;+a, =0

The dual space is h* = (a1, a2)/{a1 + az = 0}, where

o =

4.1 Root system of sly(C)

Consider the projection map (a1, az) — (a1, a2)/{a1+az = 0}. We still denote
by a; the image of a; under the projection above. Now each h €  is of the form

h= alJ: +ap :L , a1, ap h
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Let us compute the roots

IS e = L g
D22 e 270

alé —ap 2[2 :(al_a2)1Z2

e ) S = a5 e )
v D S-S e J5-50

1

—a E +ay 5 = —(a—a) 1§2

2

Therefore the root system of sla(C) is ® = {a; —aa, a2 —aq }. Setting o = a1 —aq
we have that the roots are o and —a and the set of fundamental roots is II =
{a}. In pictures

4.2 Coroot system of sl3(C)

Let x, and x_, be the covectors associated with the roots a and —« of sl5(C)
respectively.

2 1

o=a —a, |, xa=lZ X_ g = Xz

A vector h, € b is said to be the coroot associated to the root a € b*, if
ha = c[Ta, 7_a), ¢ € C and a(hq) = 2.

ha=[XaXal= 2 ~ =[ -]

1 2

since
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(a1 —ay) F—jz =2

4.3 Killing form of slz(C)

Let z and y in h. Set

> alz)aly)

aEd
= 2(x1 —22)(y1 — y2)
= 2x1y1 + 2w2y2 — 2x1Y2 — 22241
2(z1y1 + z2y2) — 2(w1 + 22) (Y1 + y2) + 2(T1y1 + T2y2)
= dtr(xy).

(z,y)

4.4 Dynkin diagram of sl3(C)

We have only one fundamental root, so the Dynkin diagram is just o.

5 Special linear algebra s, (C)

Let us recall the special linear algebra s, (C)
50,(C) = {4 € End(C") : tr(A) =0}

5[, (C) consider as a subspace of Digraph'(n,n) is following subspace

sh(©= (T -1,/ , S .lsi<jsn-1)

5.1 Root system of s, (C)

We take as Cartan subalgebra the subspace of sl,,(C)

h= a[  + - -+& [ +---+3n ] . a=0
1 Kk n

The dual space is b* = (a1, ...,a,)/ (> a; = 0), where
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ai | =0

f]

Consider the projection (ai,...,a,) — (a1,...,an)/(> ar = 0). The image
of a; under the projection above is still denote by a;. Then vector h € h can be
written as

—a + .o 43 + ... 4y
1 i

n

Let us compute the root system

PR e SEPT S
i I i i i.
a )= @-a) 2

Also

ai[ +..-+ai:!:+---+an 1, IX}

a . | =(<’ﬂj—ai)jj

i ]

Thus the root system of s(,,(C) is ® = {a; —a;, aj—a;, 1 <i<j<n—1} Cbh*.
The set of fundamental roots is IT = {a; — a;+1, i = 1,...,n — 1}. In pictures
for n = 2,3 and 4 the root systems look like

sl2(C) x T

sl3(C) sl4(C)

Consider the linear map 7' : Digraph'(n,n) — Digraph'(n,n) sending each
directed graph into its opposite graph. Clearly T is an antimorphism, i.e,
T(ab) = T(b)T(a), for all a,b € Digraph'(n,n). For example,
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T: 2 SO
Notice that negative roots can be obtain from the positive ones through an

application of T

5.2 Coroots and weights for sl,,(C)

1. Coroot associated to the root a; — a;

2. Coroot associated to the root a; — a;

~ 7 ]= T- 1T

The set of fundamental coroots has the form I, = {h; — hij31,1 <i<n—1}

where

hi =M= T -1~

The set of fundamental weights is w; = a; + as + - - - + a; since

(ar+ - +aj) -1 =1

i+1-k

@+ +a) T -1 =1-1=0

(g + - +a) L -1 =0

i+1k
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5.3 The Killing form of s, (C)
Let z and y in h. Set

() = Y alw)aly)

acd
= Z( _xj — Y +Z i — i) (y; — vi)
1<j i<j
= QZ —z;)(yi — y5)
1<J
= Q(inyiJrszyjfoiyjfojyi)
i<j 1<j i<j i<j
= 2(Y (n—ioyi+ Y (i~ Dawi+ Y ziys)
= 2ntr(zy).

5.4 Weyl group of sl,(C)

Consider the fundamental roots o; = a; — a;41, ¢ =1,...,n—1 and S,, the
reflection associated to the fundamental root «;. Let h € b and hq, be the
coroot associated to the fundamental root a;. By definition we have Sy, (h) =
h — a;(h)he,

Sq; () —611|:+ - I + aj+1 I+ :I —(@—a+w) T - jﬂ:
= a1|:+ 4 a.+1j:+ a,j_: +...4+ay ]

n

so we see that reflections S,, has the form

yk=i,i+1

X
o

i i+1

Therefore the Weyl group A,, associated with sl,,11(C) is the symmetric group
on n letters
A, =(Sq4] i=1,...,n—1)=5,.
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5.5 Dynkin diagram of sl,(C) and Cartan matrix.

Using equation (2) one can checks that the Cartan matrix associated to the Lie
algebra sl, (C) is

2-1 0 0 ... 0

-1 2 -1 0 0

0-1 2 -1 0
A, =

0o 0 ... 0 -1 2

The Dynkin diagram associated to s, (C) is

An_l’nzz 0—0—=0 "'+ 0—0

5.6 Invariant polynomials for sl,(C)
Consider the action of S, ;1 on R**! given by

S”+1 % Rn+1 _ RnJrl
(m, ) — (T2) = Ty

notice that the permutation (ij) acts as a reflection on R"* since

(i) (@i — xj) = zj — 2 = —(2; — x5)

L

(tj)(x) =, si x €& (x;—x;) (es decir x; = ;)

Since Sy,4+1 is generated by transpositions (¢ i + 1), ¢ = 1,...,n, then S, 41 is
an example of what is called a reflection group. Recall that a linear action of
a group G on a vector space V is said to be effective if the only fixed point is
0. The action of S, 11 on R**! fixes points in R"*! lying on the straight line
{(z,z,...,2)| x € R}. Thus the action of A,, on R™™! fails to be effective. If
we instead let A, act on the hyperplane V = {(z1...2,41) € R* Y 2y + - +
Zp41 = 0} then the action becomes effective. Consider the power symmetric
functions
fi=at +altl 1<i<n

Each f; is S),4+1-invariant, and together the power symmetric functions form a
set of basic invariants. This fact can be proven as follows: first notice that

gr(fi)er(f2)---gr(fn) =2-3---n(n+1) = (n+ ! = [Spp| = |Anl.
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Next, it is easy to compute the Jacobian J(fi, fo, -, fn) yielding the non-
vanishing polynomial

(x1+...+2xi+...+xn)

=

J(f17f2,7fn):(n+]-)' H (LCj—iEZ')

1<i<j<n i

1

Finally, use the Jacobian criterion.

6 Symplectic Lie algebra sp,,,(C)
Recall that the symplectic Lie algebra sp,,, is defined as

5P, (C) = {X : X'S + SX =0}.
Here S € M5, (C) is the matrix

Equivalently,
sp,, (C) = { ( é —it ) : A/B,C e M,(C)y B=B" C= Ct}

sp,,, (C) as a subspace of Digraph'(2n,2n) is given by

n+i i n+i

wn(©= ( TC-TIC . £+, T+ 70 -

n+i i i i

n+i

AN vl 1si<jsn>

n+i i n+i

We take as a Cartan subalgebra of sp,,, (C) the following subspace

h=<he= T -1, k=L...n >
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6.1 Root system of sp,, (C)
Consider h € b

= a I

where {a;} denotes de base of h* dual to the given base of h. Let us define
T : Digraph'(2n,2n) — Digraph'(2n,2n) to be the linear map that sends
each directed graph into its opposite. Clearly T' es un antimorphism, i.e, T'(ab) =
T(b)T(a) for all a,b € Digraph'(2n,2n). For example,

T:f‘* N

n+j

We will compute explicitly the positive roots. To obtain the negative roots it is
enough to apply the transformation 7' to each positive root.

R s T A=t
(@ — &) Z[—jiﬂ_ :

a0 2]
@ra) A+

AL A =

Thus the root system of sp,,, (C) is ® = {a;—aj, a;—a;, a;+a;, —a;—a;, 2a;, —2a;
1 < i < j < n}. The set of fundamental roots is II = {aq,...,a,} where
a; =a; —ajy1,i=1,...,n—1 and a, = 2a,. In pictures, the root system of
5pg(C)  looks like

N4
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6.2 Coroots and weights of sp,,, (C)

1. Coroot asociated to the root a; — a;

i n—+i i n-+j
VA \n+j, J\ - _lz =
-1 - -1 =hi-h
i n+i j n+j

h;—h; is the coroot associated to the root a; —aj, since (a; —a;)(h;—h;) =
2.

2. Coroot associated to the root a; + a;

n+j

74-?‘”# ! -n+|+ i n+j } =
Tl JE D = ey

hi + h; is the coroot associated to the la root a; + a;, since (a; +a;)(h; +
hj) =2.

3. Coroot associated to the root 2a;

5
H

i n—+1

We conclude that ®. = {h;—h;, hj—h;, hi+h;, —h;—h;, by, —h;, 1 <i<j<n}
is the coroot system of sp,, (C). The set of fundamental coroots is given by
. ={h; — hiz1,hn; 1 <i<n—1} where

hi—hia= T -T]L - -1

n+i+1

and

The fundamental weights are w; = a1 + az + - - - + a; since
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(u+--+a) - - -1 =1
@+o+d)  IC-L - JTC-gn =1-1=0
(+-+a) -] - T -] =0

i+k n—+i+k 1+1+ n+i+1+

6.3 Killing form of sp,,,(C)

Let x and y in h. Set

(@y) = > alx)aly)
acd
= Z(%‘ —xj)(yi —yj) + Z(xi +25)(yi +y;) + 22(2%)(2%)
i#£] i#£] i
= An+1)> i

= 4(n+ )tr(ay).

6.4 Weyl group of sp,,, (C)

Consider the fundamental roots of the form o; = a; — a;41. Similarly to the
50, (C), it is easy to check that they generate a copy of S,,. Let us compute
the reflection associated to the root «,, = 2a,. Given h € h, we have that
Sa, (R) = h — ay(h)hg,, where hy,, is the coroot associated to the root o,

n

San()= & T -1 —2a [ —T] =
S S T s

This reflections are the sign changes and they generate a copy of the group Z%.
Altogether the Weyl group associated to sp,,, (C) is

Cn =175 % S,.
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6.5 Cartan matrix and Dynkin diagram of sp,,, (C)

2-1 0 0 ... O

-1 2 -1 0 ... 0
Cn =

o0 ... -1 2 -1

0o 0 ... 0 =2 2

There are n vertices in this case, one for each fundamental root. The Killing
form is {(a;,a;41) = 1, if i = 1,...,n — 1 and (ap_1,,) = 2. Moreover
(-1, @n—1) < {Qn, ), and thus the Dynkin diagram of sp,,, (C) has the form

Cn,nZS o—o0—o0 *++ =0

6.6 Invariant functions under the action of C,, = Z3 x S,

Let us recall that the group structure on Z§ x .S, is given by
(a,m)(b,o) = (a-7(b),mo0)

where (7b); = br—13;)-

Proposition 21. Z3 x S, acts on R™ as follows

70 % Sp x R?  — R"
((a,m)x) — ((a,m)x); = @iz 10

Consider the polynomials
fi=al +a5 + - +a¥, 1<i<n
Each polynomial f; is invariant under the action of (Z2)™ x S,, given by
(f(a,m))(x) = f((a,m)z).
The set of invariants

i = af+ad+-ta]
foo = @tate-tan

foo = @ttt
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is a basic set. This follows from the Jacobian criterion since

gr(fi)er(f2) - gr(fn) =2-4-6---2n=2"n! = |Zy x Sy|
and

J=2"nlz1- - x, H (27 — a7) #0.

1<i<j<n

7 Orthogonal Lie Algebra s02,(C)
Recall that the 2n-orthogonal Lie Algebra is defined as follows
509, (C) = {X : X'S + 5X =0}

where S € Mj,(C) is the matrix

Explicitly
502, (C) = { < é, —it ) . A,B,C € M,(C)y B=-B" C= Ct}.

505, (C) as a subspace of Digraph'(2n,2n) is given by

n+i

son(@© = (-1, 208, SO 2 -

n+j

where 1 <7 < j <n. We fix ) the Cartan subalgebra of s0s,,(C) to be

h=<he= T -1, k=1...n

7.1 Root System of s05,(C)

= a [ -IL
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where {a;} is the base of h* dual to the natural base of . As for the case of the
symplectic algebra we define a map T : Digraph' (2n, 2n) — Digraph' (2n, 2n).
T sends a given graph to its opposite if it does not cross the vertical line,
and to minus its opposite if it crosses the vertical line. We have again that
T(ab) = T(b)T(a). For example,

T:ijiﬂ—* RN

n-Fj
Let us find out the positive roots
i n—+i j n+i
QT s s e A o C Bl VA AN
n+j n+i n+j n—+i
A - . - | =@y -

To get the negative roots it is enough to apply T to the positive roots. Therefore
the root system is ® = {a; — aj,a; — a;,a; +a;,—a;, —a;, 1<i<j<n}and
the fundamental roots can be taken to be Il = {a, ..., a,} where

o, =a; —ai+1, t=1,...,n—1 and o, =an_1+a,

7.2 Coroots and weights of s05,(C)

1. Coroot associated to the root a; — a; in this case (a; — a;)(h; — hj) = 2,

i n+i i n+j _
A — 1N, S~k =
1 -1 - -1 =hi—hj
i n+i j n+j

thus h; — h; is the coroot associated to the root a; — a;.
2. Coroot associated to the root a; + a;

=t miiin b

n+j

- JC-TIL - =TI =—hi-h

n—+i

since (a; + a;)(—h; — hj) = —2, h; + h; is the coroot associated to the
root a; + a;.
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We concluded that ®. = {h; — hj,h; — hi,h; + hj,—h; — h;,1 < i < j < n}
is the coroot system of sos,(C). The set of fundamental coroots is given by
e = {h; — hit1,hn—1 + hp; 1 <0 <n—1} where

hi—hia= T - - I -_TT
and
hoi+ho= -1 + [ —[]
The fundamental weights are given by w; =ay+---4+a;, i=1,--- ,n—1and

w,, = Wt tan T g similar as for sp,,, (C) one can prove that w;(hj—hj41) =
di;. For w, we get

@arran) I -TT1 0+ -] =1
(Bt ¥an) T -1r - I -I1T =0
i n+i i+1 n+i+1

7.3 Killing form of s03,(C)

Let  and y in h. Set

(@y) = Y a@aly)
= > (@i—a) i — )+ > (@) Wi +y5) + (i — ) (i — yj)

1<j 1<j Jj<i
+ > (@i + ;) (i + y5)
Jj<i
= Z 2xiyj + 2xiyj
i#]
= 4(n-1) thyL
= 4(n— Dtr(zy).
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7.4 Weyl group of s03,(C)

Consider the fundamental roots «; = a;—a;41. Just as for s, (C), the associated
reflections associated to these roots generate the group S,. We compute the
reflections associated to the roots a,, = ant1 + a,. Given h € B, we have
Sa, (h) = h — a,(h)hy, where h, is the coroot associated to the root a,,

San()= & T -] —@-a+an) I--"T1 + -1 ) =

& [ -1~ +—a I —T[1 ~a1 _[ -]

This reflection correspond to a change of sign. Thus we have that the Weyl
group associated with sos,(C) is

D,=75"1%5,

7.5 Cartan matrix and Dynkin diagram of so02,(C).

2-1 0 0 ... 0
-12-1 0 ... 0
D,=| * :
00 ... 2-1-1
00 ...-1 2 0
o0 ...-1 0 2

The Dynkin diagram has n vertices corresponding with the fundamental roots.
The Killing has the form (a;, ;1) =1, if i =1,...,n — 2, (ap_2,n_1) =1,
(n—2,an) =1 and {ap—1, a,) = 0. Thus the Dynkin diagram sos,(C)

Dn, N =4 W<

7.6 Invariant functions under the action of Z5 ' x S,

Consider the polynomials

fi = Y a¥, 1<i<n-—1

fn = 1 xp
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clearly each f; is invariant under the action of 2371 X S,. It is easy to check
that

gr(fi)gr(fo) .. gr(fn) =2""'nl = |Z57" x S,
and

J=(2" -1 [ @2-ad) 0,

1<i<j<n
so the Jacobian criterion tell us that fi,..., f, is a basic set of invariants.
8 Orthogonal algebra s05,.1(C)
The orthogonal odd algebra
502n+1((C) = {X : XtS +SX = 0}

where S € Ma,+1(C) is of the form

0 I, O
S = I, 0 O
0 0 1
An explicit form
_ t
A B —HU\ 4B CeM(C), H.GeM.(©)
502n+1((C) = Cc —-A -G ) + t .
G H 0 B=-5, ¢=-C

502,,11(C) as a subspace of Digraph'(2n + 1,2n + 1) is given by

n+j n+i i i j n+i
Soomea(Q) = TT =11, F -7, T -"%_, /T -
i n+i i j n+i n+j i n+j !
i n+j 2n+1 n+i 2n+1 i
— , - T~ , e ,1Si<jsn>
J n—+i i 2n+1 n+i 2n—+1

Let us fix h a Cartan subalgebra of s02,1(C)

h=I——1_, k=1....n >
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8.1 Root system of so02,41(C)
Let h € b,

h= a T I,

where {a;} is a base of h* dual to the natural base of . We compute the positive
roots. The negative roots are obtain applying the following antimorphism to
the positive roots. T : Digraph'(2n+1,2n+1) — Digraph'(2n+1,2n+1).
For example

T:jj—* N

n-+j

[ e s e
(ai — &) IZJE—aniﬂ

(ai + aj) .E;E_j,;i

2n+1 n+i 2n+1 n—+i

T s W L B = AN

Thus the set of roots is ® = {a; — a;, a; — a;, a; + a;, a;, —a; }. The fundamental
roots are IT = {ay, ..., } where oy = a;—a;11, i =1,...,n—1 and o, = a,.
In pictures the root system of so7(C) looks like
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8.2 Coroots and weights of 502,41 (C)

1. Coroots associated to the root a; — a;

j n+i i n+j
[ D AN - _ 1/ =
i n-+j ] n+i
-1 - I -_IL =hi—h
i n+i i n+j

Since (a; — aj)(h; — hj) = 2, we see that h; — h; is the coroot associated
to the root a; — a;.

2. Coroot associated to the root a; + a;

n+j n—+i j i

A jX ' \L\+i B \$>+j -
- jII—jg - ]JI—:% =—hi —h;

Here (a; + a;j)(—h; — h;) = —2, and thus h; + h; is the coroot associated
to the root a; + a;.

3. Coroot associated to the root q;
2n+1 n-+i 2n+1 j

-\, I/-& | =— T -1 = -h

i 2n+1 n+i 2n+1 i n—+i

Thus 2h; is the coroot associated to the root a;.
We have that ®, = {hl —hj, hj —h;, hi+hj7 —h; —hj7 2h;, —2h;, 1 <i< 7 < n}

is the coroot system of s02,41(C). The set of fundamental coroot has the form
He = {hi — hi—1,2h,; 1 <i<n—1} where

h—ha= I~ - I

i+1 n+i+1

and

hn_1 +h, = -1 + T - T1I
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The fundamental weights are w; = a3 + -+ a;, ¢ = 1,---,mn — 1 and

ai+--+a - .
w, = ———T"" Tn a similar fashion to the s0s,(C) case we have that

2
wl(h] — hj+1) = 51']' and ’LUZ(th) = 5”1

8.3 Killing form of s02,41(C)

Let  and y in h. Set

(@y) = > a(@)aly)

aced
= Z(a?i —25)(yi —y;) + Z(ﬂ«“z + ;) (yi +yj) + Z(% —x5)(yi — v5)
+ Z(ffz +5)(yi +y5) + szyz + Z(Q%)(Qyi)

= (477, — 2) Z TiY;

= (4n — 2)tr(zy)

8.4 Weyl group of s02,41(C)

Consider the fundamental roots «; = a; — a;4+1. Just like for sl,11(C), the
reflections associated to these roots generate the symmetric group S,. Let us
analyze the reflection associated to the root «,, = a,. Let h € bh, we have
Sa, (R) = h — an(h)hy, where h,, is the coroot associated to the root a,

Sen()= @y T -1 — 2 [ -] =
Q [T =T~ +- —a [ —"T]

This reflections represent sign changes and generate the group Z3, therefore the
Weyl group associated with s02,,11(C) is

B, =17y xS,
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8.5 Cartan matrix and Dynkin diagram of so02,11(C).

2—-1 0 0 ... 0
-1 2 -1 0 ... 0
B, =
o 0 ... -1 2 =2
o 0 ... 0 -1 2
The diagram has n vertices, one for each fundamental root. The killing form
is given by {a;, ;1) =1,if i =1,...,n— 1 and (@,_1,a,) = 2. Furthermore

(n—1,0n-1) > {an, ap), and thus, the Dynkin diagram of s02,,41(C) has form

Bn,n22 * a=o
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